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Yorwort. 


An die beiden Bande der Sammlung Schubert, welche 
von den gewohnlichen Differentialgleichungen handeln 
(Bd. XIII von Schlesinger, Bd. L vom Verfasser), schlieBt 
sich der vorliegende Band an, welcher zur Einfiihrang in 
verschiedene Zweige der Theorie der partiellen Differential- 
gleichnngen dienen soli. Er will mehr bieten als die Dehr- 
biicber der Differential- und Integralrechnung, aber nieht 
so viel wie die auf einzelne Teile der Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen bezuglichen Spezialwerke, soweit 
solche vorhanden sind. Dm auf maBigem Raume ver- 
schiedene Dntersuchungsrichtungen darstellen zu konnen, 
habe ich mich auf partielle Differentialgleichungen erster 
und zweiter Ordnung mit zwei unabhangigen Yerander- 
lichen (abgesehen vom ersten Abschnitt) beschrankt. Wegen 
der Bedeutung, welche in der neuesten Zeit die Theorie 
der Integralgleichungen fur einzelne Zweige der Theorie 
der Differentialgleichungen gewonnen hat, ist ein Abschnitt 
fiber dieEredholmscheIntegralgleichung eingefiigt worden, 
woran sich Anwendungen auf gewohnliche und partielle 
Differentialgleichungen ansclilieBen. 

Aus dem Inhaltsverzeichnis ersieht man, wie die Aus- 
wahl aus dem reichen Stoff ohne Riicksicht auf Voll- 
standigkeit getroffen wurde. Im Hinblick auf die in der 
Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften ent- 
haltenen Literaturangaben wurde nur hier und da auf 
benutzte neuere Quellen sowie auf Untersuchungen hin- 
gewiesen, welche sich an die behandelten Gegenstande 
anschlieBen. 

AuBer der Differential- und Integralrechnung werden 
die Elemente der Eunktionentheorie und der Determinanten¬ 
th eorie sowie einige (etwa aus Bd. L zu entnehmende) 
Kenntnisse aus der Theorie der gewohnlichen Differential¬ 
gleichungen vorausgesetzt. 


Darmstadt, im Dezember 1909. 


'OgSJP&r 
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I. Abschnitt. 


Line are partielle Differentialgleicliungen 
erster Ordirang mit n nnabhangigen Ver- 
anderlielien. 


§ 1. Bcweis der Existenz der Integrate einer partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung. 

Eine Gleichung von der Form 

(A) F{ Pip„) = 0 , 

worin z als Funktion der n unabhangigen Yeranderlichen 
a;, , . .., x„ aufgefaBt wird und die Bezeicbnung 

8z cz 

dx x ’ ''' ’ cx n 

benntzt ist, wird eine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung genannt. Unter einem Integral Oder 
einer Losung der Differentialgleichung (A) versteht man 
eine Funktion z von x 1} welche der Differential- 

gleicbung identisch (d. h. fur beliebige Werte von x x , ..., x n ) 
genugt. 

Bis auf weiteres *) lassen wir nicht nur reelle, sondern 
aucli komplexe Werte der Yeranderlichen x n , z 

zu nnd setzen sowohl die gegebenen als auch die gesuchten 
Funktionen als analytisch voraus. 


*) In don Abschnitten I—III. — Literaturangaben zu den 
drei ersten Abschnitten finden sich in der Enzyklopadie der mathe- 
matischen Wissenschaften, Bd. IIA, 5 (E. v. Weber). 

Horn, Partielle Differentialgleicliungen. 1 






2 I. Abschnitt. Lineare Differentialgleichungen erster Ordmmg. 
Wir Yersteken unter 

a?», Pi, 

e.ine analytiscke Funktion der 2w + 1 Arguments 

•^l ? • * * j ^ y ? ***5 Vni 

welche sick in dor ITmgekung der Stelle 

#! = #?, . #„ = #£> Z = Z Q , ?>1 = 3>i J •••? K 

regular Yerkalt, an dieser Stelle Yersckwindet imd cine 
yon jSTxlII versckiedene Ableitung 

BF 

a Pi 

besitzt. Dann liLBt sick die I)ifferontialgleickung (A) aul* 
die Form 

( 1 ) * Pl ss= f(Pn---,Xn,8,P*,---,Pn) 

bringen, wo f eine analytiscke Function der beigeftgten 
2 n Argumente ist, welcke sick in der TJmgebung der 
Stelle 


- /yfi 

■ %JU<y 


Vi 


= j>!J 


‘Vh ' }hi 


regular verhalt und an dieser Stelle den Wert p t --- p" 
annimmt. Es sei eine analytische Funktion </>(x s , .x„) 
der n — 1 Veranderlichen x 2 , .... x n gegeben, vvelelie in 
der Umgebung der Stelle % = x\ =- regular 
ist, und zwar sei fur x., = x\ ~..., x n = *JJ 


<p = Z°, 


dcp 

dx. 2 


Pa, 


d<jt 

dx n 




Wir suchen die Differentialgleichung (1) durch eine ana¬ 
lytische Funktion z der n unabhangigen Ver&nderlichen 
x i> •••>*» z n befriedigen, welche sich in der Umgebung 
der Stelle x l = xf, x n = x° regular verh&lt und sich 
fur x t — xi auf die gegebene Fnnktion q'(x s , . r n ) re- 
duziert. 




§ 1. Beweis der Existenz der Integrate. 


3 


Wir nebmen, was keine Beschrankung der Allgemein- 


heit darstellt, #? = 0, 


0 an nnd fiikren die 


Gleichung (1) durch die Substitution 
2 = «' + <P {®2 , ...,X t ^+Ax 1 , 


A ^f\0, [ 9 ?] 0 , 

iiber in die Gleichung 

=f («i A %+ <P +*', 

~f( 0> •••, 0, [<p] o, 


* dcp " 


’ ‘ 

,da; 2 . 

o’ • • •’ 


dq> 

+ifl 

e 

dx 2 

+ ’ 

•••’ a] 

dqp 



,dx 2 . 

o’ * * ‘’ 

.dx „. o 


*) 


dz' 


dx n 


deren rechte Seite an der Stelle 


= 0 , 


aj„=0 , z '=0 , 


dz' 

dx 9 


■0, 


dz^ 

dx n 


verschwindet und in der Umgebung dieser Stelle regular 
ist; es handelt sich um eine Losung z' dieser Gleichung, 
welche sich in der Umgebung der Stelle x x = 0, ..., x^ = 0 
regular verhalt und fur x x = 0 (identisch in x . 2 , .. ., x n ) 
verschwindet. Indem wir statt z' wieder z schreiben, 
haben wir eine Differentialglei chung von der Form 

(2) — f{X\ , . . ., X n , Z , p 2 , • • • , Pn) , 

wo f in eine Potenzreihe der beigefugten 2 n Argumente 
entwickelbar ist, welche fur 

x 2 = 0 , .. ., x n = 0 , 2 = 0, p 2 = 0 , . . ., p n = 0 

verschwindet; wir suchen eine der Differential gleichung (2) 
geniigende Funktion z von x 2 , . . ., x n , welche in der 
Umgebung der Stelle % = 0, ..., x n = 0 regular ist und 
fur x 2 = 0 (identisch in a ? 2 , .. ., *„) verschwindet. 

Fiir diese Funktion ist**) 


0 a *+ • • • + z 
. . . d%*» 


= 0 

0 


? 


*) TJnter ['</»] 0 ist der Wert verslanden, welclion die Funktion </’ 
von £c 2 , .. x n ftir x 2 = 0, ..a? w = 0 annimmt, 

**) Der Wert, welchen eine Funktion ip von or { x /} fiir 
x x = 0 , ■. x» = 0 annimmt, wird mit (vOo bezeichnet. 

1 * 





4 r. AbschniU. Linoare I>Iir«rt«*ti*lKl*»»»'*»w*»K‘-■*» «***»*’* "i.lmm*; 

wo ft, irgcndwelebe positive gauze Zublni «dn 

schliefllich Null Bind. Auh dor Oleicbung (is folgt 



Tndcm man die (lleichung (2) \ s mul partial! mu b x, , 
A„-mal partiell nach x„ differentiiert uud Hodami .i, - 
•• x„ =-« 0 setzt, erbiilt man 

/ o' ' s j 

l>i^' • • ‘ 

Indem man die partiell nach x s differentiierto (dabbling p«»i 
cbenso behamlelt. wie die (llebhuug i.b wiled. erglbt »irb 

/ * ,!M j 

' < .r f t ,r 4 3 , . , t ( * 


b'iibrt man so fort, so orbit It man n*imtlb*be Differential 
quoiienten 

/ r*i t \ 

\d(F*i < .r’» . , . t j *« '■ 

(a,, a 3 , ..a„ - n . l , , 


aus den Koeffizionten tier I’tdeii/it'ilie 


/Vi. 

durcb die Operational! der Addition uud Moltipld. niton 
Wir mfisHtm unohwemen, duU die tteihe 



1 < «•>. * 
• • A* ! \ < xf* 



welohe wir mit N besoiehnoit, Jumveigeut i>t, wlmgi* die 
absoluten Betr&ge von tr t , . .., jhinreb band Idein »uii»l 
I)a die Koeffizionten tier I'nienutHhe b eindentig 
bestimmt Bind, no kann nieht mobr uU **i» regular**^ 
Integral * von (2) vorhandeu win, wrlrltm fur x, - o 
verschwindet. 




S Kxwlviabiiwuis: Kort«ct*unj<. 


a 


is 2 . ExHtniizbewcin; FortHetzung. 

Wlr nohmon an, din I’ott'nzmho fiir din Funktion 

/V,. j\, , i, l>- 4 , ■ • •, !>,,) H'd fdr 

■>'i ; <j. ■ • ■. t*, - ij, /<* /<’. . . ■, p„ U 

konv«*i)4(‘tit und dt*r absolute Bo t rug von f in dom an- 

gogebouon fb-biot wi (uirliHtmiH gloirfi M . !>i<* Futiktion 

. i„ , /»../>„i 

.U 

”(• ::)' ■(> ;■)(■ n-i> 

1 IIBI ilrli, Molim#* 

t*» * * *» ^nj w, if t ^ 2 i jpg **'■■ $£ i » . »* p m i *- h 

ini, in vitm I’otPnxrtHhfi von jr t f . „ *r m * 5 » p $ » 

eiitwlrkolin in wrlrfn*r dint koRNtunta OHihI viuwhwindot, 
wlttmtsi ilfo uhrinrn Kooffi/ioiitru jxmit i v niitl nirlit 
kloinor nind ala do* ah>iiliiti‘lt UviiA^v dri rfitHfiriH’IttOidiOt 
K Cirfft/.ltOtf HI Hi dm Hrtliriirlil toirkluUK drr Ftiftkltoit 

/nr t , . . ,, j„ *). I Hr Fun kt ton '/* knit it 

dun!* ilii' Funktinu 

’/'U, • • i , l>, , l>n> 

I'M ^ .1/ 

j, i *j • * /b.| 

wortti'U ; d<nn dor Hnu b 
I 

n , 1 '■•] 

f 1 1 14 

lull nitti* wrtift itip »I wo! ut rti il®fr<i|?r von j |s , j\, „ ;r 

ktrtfipr nkt # unit 1J10 iiltiiiluffii llrlrittfo von » .» m 

*» Vjft. rtHJI , 2 #«* wftlttilirh*' lli##r#iiliilgl«d» hnii^rn’ itinnim 

Ittiftf HeJitttfwrt it, fv i 




X Abschnitt. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung. 

11 * 7 ? sind, in eine Potenzreihe von x ly • • •> > 

klemer ak ent ^ icke i n) d eren Koeffizienten positiv und 

m>ht’ kleiner sind als die entspreehenden Koeffizienten 
der Potenzreikenentwicklung des Bruckes 



1 



1- 


P n\ ‘ 

B! 


Wir konnen weiterkin, indem wir 0 < a < 1 annekmen, 
!F(*, ft »•■•» P«) durcl1 die Funktion 


( 6 ) 


V{X 1 , ■ ■ X n , Z, Vn) 

__ M _ 

p 2+ -..+P 

1 0 / V B 


M 


ersetzen, deren Koeffizienten positiv nnd nicht kleiner 
sind als die entsprechenden Koeffizienten von W. 

Fur ein Integral z der Gleichung 

( 4 ) Pi = 5 * * • J 3 # j P 2 > • * • > Vn) J 


welches in der Umgebung von x x = 0, ..., x n = 0 regular 
1st und fiir x t = 0 verschwindet, erhalt man durch das 
in § 1 beschriebene Yerfahren eine Keihe S', deren Ko¬ 
effizienten positiv und groBer sind als die absoluten Be- 
trage der entsprechenden Koeffizienten der aus der Glei- 
clmng (2) erbaltenen Reihe S. 

Wir zeigen zunachst, daB die Differentialgleiehung (7) 
durch eine (fiir x x = 0 nicht verschwindende) in der TJm- 
gebung von x x =0 , .. x n =0 konvergente Potenzreihe S" 
mit lanter positiven Koeffizienten befriedigt wird. 

LaBt sicb die Gleichung (7) durch eine Potenzreihe z von 


u = x t + <x{x 2 + 

befxiedigen, so muB 


Bz dz^ Bz dz 

d&i du 9 dx 2 ~~ X ~du 1 


* + ®n) 


Bz 

Bx n 


oc 


dz 

du 


• * > 





§ 2. Existenzbeweis; Fortsetzung. 


sein, also 

dz 

du 


Oder 


M 


M 


( 8 ) 


+ 


(n ~ 1) M dz 


(n — l)oc dz 
du 


R 


R 


du 


M 


u 

— +z 
oc 


R 

-M, 


1)<* (dzX 2 
du) 


'wo die rechte Seite in eine Potenzreihe von u und z mit 
lauter positiven Koeffizienten entwickelt werden kann; 
& werde so klein gewahlt, daB 


1 — 


(n-1 )Mx 
R 


positiv ausfallt; nimmt man an, daB fur u = 0 

dz 


= 0 


du 


0 


soi, so kann man der letzten Gleichnng durch Anflosung 

nach 4"~ die Form geben: 
du 

(9) ' 

wo cp eine fur % ===== 0 , z = 0 verschwindende Potenzreihe 
darsiellt. DaB die Koeffizienten dieser Potenzreihe positiv 
Bind, erkennt man, wenn man dieselben nach der Methode 
der unhestimmten Koeffizienten berechnet. Die gewohn- 
liche Differentialgleichung (9) wird durch eine in der TTm- 
gebung von u = 0 regulare Fnnktion z von u befriedigt, 
welche fhr u = 0 verschwindet*); setzt man in (9) u = 0, 


*) Ygl. etwa „Gew5hnl. Differentialgl.“ S. 13 und 14. 




8 I. Abwhnitt Lnuw :: ■ • >*■ ' 1 •> 

~ ~ (), so w it*i ( *[' ) '*,«.■[.<.< ' ««)-'' >■>'** * i' 

J 1 #f #1 # fJ. , 

mid «-<» >*•••*«• I’’ ',4 1 * '*' ■' '* 


Wert usw.; die fruglielii’ ee 1, n 4 *t 

Reilienen t v* i<*kIu iuj: 

J i *I » i 

(to.) : -U, " 


mit Iauter positive!* litu iff# k nf» n ni * t * 4 ,^, 

a (a* • • : - r n * s 5 » ti.il o i « fNon,*»♦.*.< % 

mit lauter positive*! Kmdfi/.irn!* n, **eM.e I u f i* 4*• ui. 
gleiehung ( 7 ) genii*:*. *>*e On - ra *«. 

schwinclen, kommf On IN »l»e a 14 >,? /n 

Die Koeffizienten d< t IN »!?* »’* uu*\ f 4 ; ^ ^ ,4 

ontsprecheinleii Koeffi/ieM«*n Or 1 IN f 1 v J# , ? 4 - h» 

eifizienten von jN ..*:<* • - n A 

poyitiv T walirend die * ni 1 f *«• f *•'<*«* n h ♦ * fl mu *♦*. tts f 
gloich Null stud, ttml dh nleiim Im« iN; * m» n u oro 
aim den Koeffizientnt % on 1 , . l*r$ > nss*! 

gleieher Weine tltirtdt AiltUtitm unit ,*h 

Die posit!ven *iet ktm \ llmkm •< 

Bind also grdder nh die ntwiilitli’ii ItHuge *Jet 
der Beihe Ft ; folglich nl lon-h do IN %hr s l**nu 
wenn die absolute!* ilrffar** 1 mh j t » ■. . » 

klein Bind*). 

Hiermit ist tin fob» ndr ^ \: i-rv.% , m 
I n dor par t ieile 11 1 >1 f f♦ 1» 1 11 > ,f/ ?» h n sUt , , lf , 
Ordnung 

(A) Fu l » , ^ 

aei F eine aimlyfiselie Fniiiiiim inn j*.,, , 4 _ ; 

Pi, Pnt wide lie mi iter Hndte 

x \ ** ^1 ? * • * 1 *r” * $ ■ |i, 


*) Bar idtir gegabana Kotivt»nr»ii«tM>n^.» 111)111 •**« 4** m § 

nnd § 21 ftlr mm |iarti#ii» I.Wf«.r@iif$*tf|ei*diiiiif »«r*t*icir « 
benutzte von Gournai hur lllnlt tU h u* 4 li« * j, ( 

Conrs d 4 Analy#«, B 4 , !L ik llfllfj . ■ 

llnwtiii far 4 li’ i:ii*!e||f i|«f iMcgtaJ* tli . 

fi e Ta ««i‘‘ rriM ‘ % uLi 

rur math., IW. 80) gt^fben. |»j» >««rli«r ap|»s»i*«.« f,,i, 

suohungen stammen Ca M «by *, N « VH 





§ 3. Die homogene lineare Differentialgleichung. 0 
in deren Umgebung sie sich regular verhalt, Ter- 
sch-windet, vahrend die Ableitung -— an dieser 

C p ^ 

Stelle tou Null verschieden ist. Es sei eine ana- 
ljtische Funktion <p(x 2 , gegeben, welehe in 

der Umgebung Ton ® s = o$, x n = regular ist; 
an. dieser Stelle sei . 

= »!' ( ' Cp = «" 


93 




Die Differentialgleichung (A) wird durck eine 
einzige analytische Funktion z = &(x t , .. x n ) be- 
friedigt, seiche sieh in der Umgebung der Stelle 
a?i == tv ®, . . x n = %l regular verhalt und fiir 
iu die gegebene Funktion cp{x 2 , . .., x n ) ubergeht. 

Wir beschaftigen nns zunachst mit linearen partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung, d. h. wir setzen 
die Funktion F(x 1} . . x nj a, p u .. ., p n ) als linear in 
bezng auf p x , ..., p )h voraus. 

Im zweiten Abschnitt kehren wir zu nicbt linearen 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zuriick, 
wobei wir uns wie spater bei der Behandlung der parti¬ 
ellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in der Eegel 
auf zwei unabhangige Veranderliche beschranken. 


§ 3. Die homogene lineare partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung*). 

Die lineare partielle Differentialgleichung 

(^) > * • * ? ®») "4“ * * * H~ ? * * * j ^n) ^ 0 

babe als Koeffizienten analytische Funktionen 
f ;i von welche sich in der Um¬ 
gebung der Stelle oo x % = a?J ? • • * > regular ver- 

halten. Ist a?2) von Null verschieden, so 

*) Die Satze dieses Paragraphen lassen sich auch aus . der 
Theorie der Systeme gewShnlicher Differentialgleichungen ableiten. 
Ygl. , ? Gew$lmL Difterentialgl.“ § 7. 




10 I* Abschnitt- Linear© Differ entialgleichungen erster Grdnun.j 

besitzt die Differentialgleiebung (B) eine und mi 
eine Losung 

(il) /‘-/Wtfe, x n ) (fc = 2,...,n) 

welcbe sicb in der Umgebung der Stelle x 1 = o $, • • * 
= regular verbalt und sicb fiir x t =-x\ auf sc 
reduziert. 

Denn die Differentialgleichung (B) laBt sicli auf di< 
Form bringen: 

IL = _ • • •> »«) ^/' . 

dx i ^1, ■■■, X n ) 3x k ’ 

da die Funktionen ^ in der Umgebung der Stelle 
*1 

•••, x n = x\ 

regular sind, so gilt der in § 2 ausgesprocliene Satz. 

Eine beliebige Losung f = f(x 1} . x n ) der par- 
tiellen Differentialgleichung (B) laBt sich als Funk - 
tion von f 3 , ...,/„ darstellen. 

Denn durch die Gleichungen 

= f% ( X 1 » ; • • • j ®n) > 


fn fn (®i) *2 j • ■ • j 

werden a? 2 , ..., als Funktionen von x,,f.,, .... /' de- 
finiert, so dafi 1 ‘ ’ ’ h 


f&i, *2, • • •, *„) = U , • • /») 


als Funktion von , / 2 , . 
Wir baben nur zu zeigen, 
unabhangig ist. 


•? A betracbtet werden kann. 
dab die Funktion rp von x L 


Es ist 


Sf d(p 
dx x 

df_ = 

d%2 


X , d( P_ <>fn 

d fi dx l ‘ ' ‘ + Wn dx\ ’ 
Sf, 3x, T • • • r 8f n dx 2 ’ 


5 / 


^2 + ‘' ‘ H df n 3x n ’ 
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11 


so daB die Gleichung 


in 


H 


8f 


+ ••• +fn 


8f_ 

dx n 




= 0 


ubergeht. Da die Klammerausdriicke versclrwinden, so ist 


w. z. b. w. 

Der Ausdrnek 



? 


(12) f=<p(f„ •••,/»), 


wo cp eine willkiirliche Eunktion bezeichnet, stellt 
eine Ldsung der Differentialgleichung (B) dar. 
Denn es ist 


d_f_ = -sricUp- dfk 
8x i d f* dx t ’ 


d/‘ _ ^ cV 

< j Xn dfk 8x n ’ 



gleicli Null, da die Klammerausdriicke auf der rechten 
Seite verschwinden. 

Der Ausdruck (12) mit der willkurlichen Eunktion cp 
wird als die allgem eine LQsung Oder das allgemeine Integral 
der linearen partiellen Differentialgleichung (B) bezeichnet. 

Ist <p(x 2 , x n ) eine an der Stelle x 2 = x 2 , 
x n = xl regulare Eunktion von x 2 , ..., x n , so ist 

f=<p(f a ,...,f n ) 
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eine Funktion von x t , x n , welche sich an dor Stoll* 1 
j-j = x \, .. -, x n = xl regular verhalt, sich fur x t — x" a u f 
q}(Xi, x n ) reduziert und der partiellen Differential- 
gleichung (B) geniigt. 

Denn fur x t = x\ ist f a = x 2 , ..., /„ = ; fur x, r',', 

x 2 = xl, .. x n = xl ist also /; = arg, ■ .rj;. 

Die w — 1 Gleichungen 

f fo (x, , X.,, x n ) - 4 , 


l /»fe ? ^ > • • • ? #«) *= 

bestimmen x 2 , ..x n als Funktionen von x t , welche 
sich in der Umgebung von x x = x\ regular verhalten 
und fur x l = x'i die Werte x„ =-- xH, x„ x° an- 

nehmen. Diese Funktionen 

(U) x 2 = % fa), x n = cp n (x,) 

genugen dem System gewohnlicher Differential- 
gleichungen 

( 15 ) & x i _ __ _ dx n 

^ 4 

w . f Ch die Gleichu i 1 S en (13) in der angegebenen 
eiM nach a; 2 , x n auflosen lassen, folgt daraus dali 
die Funktionaldeterminante aU8 ’ aal1 

4 .) 

5 (*s> ag 

SS, TOn *■ a*„ 2- ’f(ii£ 


£/* _L ^/g & X t , 

5a? i <5#., da^ ~ h 


duxeb welche 


3^2 dx t ~’~ 


t'fa dx n 
dx n dx [ 


j _ c 7» da; n 
^£c» da;, 


* * 7 





§ 3. Die homogene lineare Differentialgleiehung. 

ala Funktionen von x lt eindeutig bestimmt sin 

Aus den n — 1 Gleichungen 


t + t i4 

Sl dx, + dx. 



dx 2 dx n 

dx x ’ ’ ' dx t m 

A^o ist 

dx<j, ^ jg dx n = 4 

dx t f, ’ ft ’ 

w. z. b. w. p 

Eine Funktion f{x XJ . x n ) der Veranderlictn 
a?! , ..., # n , welcbe einen konstanten (you x t una 
h&ngigen) Wert annimmt, wenn man fur x 2 , .. 
eine beliebige Losnng x 2 = 9? 2 (^i) » • - •> ®n = %(^i) d 
Systems (15) einsetzt, stellt eine Losnng der lin 
aren partiellen Differentialgleiehung (B) dar. 

Der Voranssetznng gemaB ist namlieh, wenn m 
x 2 = ^ 2 (^ 1 ) j •..»#»= setzt, 

d/ foi, ^2 7 - • fr») ^ , J/ d®2 , , dx 

dx ± dx 1 dx 2 dx x ' ’ * Sw n dx 

- d f . ^ . . f- o 


Diese Gleichung iat erfiillt, wenn man a?! beliebig annimn 
aber x^, ..x n aus Lrgendeiner Losung des Systems (1 
berechnet. Iat x 1 = x\, x 2 = x\, .x n = xl eine beliebi 
Stelle, an welcber sich die Funktionen £ 1( ..., #„ regul 
Teyhalten und nicht verschwindet, so sind Funktion 
x a , . . x n von x t vorhanden, welcbe dem System (15) { 
nfigen und fiir. = x\ die Werte % = 

li*® & a. nr.v i 
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nehmen. Die letzte Gleiclmng, welche fur die beliebigen 
Werte = x\, x n = x°„ erfullt iat, ist also 

identiscb erfullt. 


S 4. Die nicht liomogene lineare partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung. 

Wir wenden uns zu der Differentialglei chung 


(Cj 




wo f 1} .. i„, C Funktionen von x u aind, 

welehe sieh in der TJmgebung der Stelle x t — oc", ..., 
x n = x®, z = z° regular verhalten; i x sei an dieser Stelle 
von 2M1 verschieden. 

Wir nehmen die homogene lineare partielle I)i F- 
ferentialgleiehung 


(lCj 


t 'AL 

^ dx t 


• •• + 


i.4 L +t4 L 

OX„ CZ 


rait der abbangigen Yeranderlicben f und den mi- 
abbangigen Yeianderlicben a? n , z zu Hilfe. 

Die Differentialgleicbung (16) besitzt nach § 3 die Lo- 
snngen f % , ../*», /»+i, welcbe in der Umgebnng der 
Stelle = x\ , ..., oc n = $1 , % = z° regular sind und fur 
x i = x \ die Werte f 2 = x 2 , . .., f n = x n , f' n+1 = 2 annebmcn. 
Die allgemeinste Losung der Gleicbung (16) ist von der 
Form 

W * * * * > /tn /n+l) ? 

wo y eine wiUkurliehe Funktion der beigefiigten n Argu- 
mente darstellt. 

Die Gleicbung 

( 17 ) Wt, •••,/■«, A+i) = 0 

definiert, wenn ihre linke Seite nicht von a un- 
abhangig ist, eine Funktion 

(18) <Cn) 

vonaj,, ...,x n , welche derDifferentialgleichung (Cj 
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* * 

Die Gleichung (17), welche, nachdem man z durch 
die Funktion ersetzt hat, identisch in x 1} . x n er- 
fxillt ist, moge naeh diesen n Veranderlichen differentiiert 
werden. Man erhalt so die n Gleichungen 




?i+i „ 

y ( 3ft 

sft 


8f* dz 
5z dx h 


= 0 , 


S V> (dfk , dfk di 


2 , ^ ^ = 0 . 

fri eh \ex % dz dxj 

Wenn man dieselben mit f,, .. multipliziert und ad- 
diert und dabei beachtet, dafi 


t d f< , , * Sfi , 3ft 


(t = 2, + 1) . 


ist, so erlialt man die Gleichung 

n+l 

y dz i 
jri dfk dz v 1 dx 1 ' ' ’ ’ 

Oder 


• •• + 


-t =o 


f>yj( dz ez 

dz\^~s^+ ••• 


n = o 


Da die Funktion y> niclit von z unabkangig sein, ikr 
partieller Differential quotient nacli 0 also niclit verschwinden 
soil, so ist 

u z dz 


d. li. z = <P(% 1? . .o? w ) geniigt der partiellen Differential- 
gleichung (C). 

Ist eine Funktion z von x { , . .., x n vorlianden, welclie 
den n +1 Gleichnngen 


£l = 0,..., £„ = 0 , f = 0 

geniigt, so ist auch die Differentialgleicliung (C) erfdllt. 
Eine derartige Losung der Differentialgleicliung (C) wird 
als singulare Losung bezeichnet. Eine Losung von (C), 
fur welcke f t ~ 0 , . . ., f n = 0 ist, erfiillt auck die Glei- 
ckung f = 0, ist also singular. Ist z = , ..., %) 


r 
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eine nieht singulare Losung von (C), so sind Wort- 
systeme z° vorhanden, welche der Gleichung 

= 0(%l ? ..., gentigen und fur welch e eine der 
Funktionen f n , z. B. von Ml verschieden 

ist. In der TJmgebung von ^ = a?J, ..., x n = .rJJ, £ - 
sollen , ..., f n , £ regular sein *). 

Jede nickt singulare Losung z = <P(x t , . . . ,\r M ) 
der Differentialgleiehung (C) geniigt einer Glei- 
chung von der Form (17) 

Wifi ? ;••>/»> /»+l) ^ ^ • 

Benn fuhrt man vermittels der Gleichungen 

/a (®i ? * • • j ? #) ~ 4 ? 


• 1 > %) — /n 7 

fn + l(®i y • • - f & n9 &) = / w+ ] 

an Stelle von ar 2 , ... : x ni z die neuen Ver&nderliehen 
/s ? * 1 fn i fn+i oin, so geht die Gleichung 

. ^ $ (a? A j : x n ) 

m 

fn , fn+i) == 0 

liber. 

Die letzte Gleichung ist, wenn s = <&(#, , .. ., 0 J ge- 
setzt wird, identisch in a? n erfffllt. Dureh Diffe¬ 

rentiation nach ^, ..., ergeben sich die Gleichungen 

4 - 

<%• l <5^ ' ds dxj ~~ 1 

y 8 v (14 , 14 \ .. 

dfk \dx 2 dz dxj 1 


#• 


n+l 

2- 

k~2 


dyj 

W* 


<6a; n dz d% n ) 


*) Den Fall, dag far alle der Gleichuno- * - */,„ 
gentigenden Wertsvsteme .r !" ; . 0 z ~ •'«) 

t t ^ • 1 . ,, "11 j # eine der Funktifttt 

fl ’ •••’ f "’ f Sleh mcM Aguiar verhalt, sehliefien wir aus 
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Wenn man dieselben mit £ lt | g , .., £„ multipliziert und 
addiert, ergibt sich, da f k der Gleichung (16) und z der 
Gleichung (C) geniigt, die Gleichung* 


1 jfc = 2 


n+1 n 

xn c v 


c V , + Vl. c ).o 

cat cz i 


Da nicht identiscli verschwinden soil, ist 


so daB yj nur von f 2 , . . f n , f n+1 abhangt. 

Da die Integration der partiellen Differentialglei- 
chung (16) und die Integration des Systems gewohnlicher 
Differentialgleichungen 


identische Aufgaben sind, so ist durch die vorangehenden 
Satze die Integration der nicht homogenen linearen 
partiellen Differential gleichung (C), auf die Inte¬ 
gration des Systems gewohnlicher Differential- 
gleichungen (19) zuruckgefiihrt, welches die Integral- 
gleichungen 


t Z (^1 i i j #) — ^2 ? 


fn+ lfai, • • -j *) = Cn +1 


besitzt. 

Ist <p{% 2 > • • ®n) eine beliebige in der Umgebung der 

Stelle x 2 == , . .., a? n = regulare Funktion von , . . •, 

<c n , welche die Bedingung 

<p(xl, . O = 2 ( ’ 

erfiillt*), so besitzt die Differentialgleicbung (C) nacli dem 
Fundamentalsatze in § 2 eine und nur eine Losung 

* = •••,*»)> 

*) Wie oben soil an der Stelle x 1 =x° l , ..r„ = , r = 

von^Null^verschieden sein. 

Horn, Partielle Differentialgleichungen. 2 
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welche sicb. in der Umgebung der Stulls x, s';, ■ ■ 

regular verMlt und such fiir s, .r',’ Jtuf v U 3 , . .»„> 

reduziert. Dieae Lbming erhiilt man dadurrh. did man 
die Gleichung 

(20) f»,i ri/ s ./»> 

nacli z auflbat. 

Der iiiwih z gonommene parii**llt* liifirtviif t.»bjtitiiiriti 
des Ausdruckw 

In i I 'I (/a • ■'■/«! 

reduziert sioh fiir x, • .r"./•„ .r", ant I, tit hi* li «l t* 

Funktionen f t , ■.fiir .r, .r‘,‘ !>/.«. »uf r., 

x n , z reduzieren. Folglich wird die (deielniug i f"t dutrti 
eine Funktion z - <b(.r,, .... jr„) befriedigt, writhe <uh an 
der Stolle .r, x ”, .... s„ .r" regular verbal! and Ini 
*,==®i in « 7 >(.r 3 , iibergeht. Dali die KunUiou 

z *= <P{x x , :r„) der Differentialgleiehutig ill grungt, t >l 

oben gezoigt wortlen*). 


8 r>. Systome linearnr jmrtlellw IHfTmiitlal* 
gleichungen. 

Wir betrachton ein Byatem von p Unenmt |«irtie!!« u 
Differontialgleichungen mitderabliiingigen Vrrjiiidorliehen > 
und den n unabhitngigen Verilnderlirhett .<■,, , 


. df i f 

<11 ‘I <?ib ■ i 


<\r. 




(21) <!*, 


* f /‘ , e '/ 
*si -r sjj 


< s* 


t df ’ i i { f £ 
V T1 a*, s "- t ,, ! 


>1 
> X, 

•I 

t j- 


i ; *' 

> >» j, »| 


i f 

I I , 


<| ; 


die KoefMenten £,,, p _ |, •„*, , pi mitl 

gegebene Funktionen von x,.x„, wolohe add, un der 

Stelle ajj<®reguliir verhalfen **dlen. 

Is fragt sich, ob die p (iieiehimgen (21) genieimitUM- 
Lbsungen f besitzen. 


*) Vgl. auoh § 12. 
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Wir setzen 

( 22 ) = 

(i=l, p), 
so dai3 die Gleicbungen (21) lauten: 

(23) ^(f) = 0, J 2 (/) = 0, ...,X 9 (f) = 0. 

Wir setzen Yoraus, dafi diese p Gleicbungen voneinander 
unabhangig sind, d. b. dai3 keine Eelation Yon der-Form 

l x X x (f) + k 2 X 2 (f) +...+l p X p (f) = 0, 

wo X xi X 2 , ..Xp Funktionen von x x , .. x n darstellen, 
fiir alle Funktionen f bestebt. 

Sind 9 o x und <p 2 zwei Funktionen von x x , ..., x n , 


so ist 


Xi{<Pi + 9z) = Xi(<Pi) + Xi{q>i) , 
Xi(<Pi9a) = 9i x i{9z) + 9%Xi(9 1 ) 


Ersetzt man in X^cp) die Funktion <p dureh X k (f), so er- 
halt man 

xdxm -±m+2 

r=l v=l 

durcb Yertauscbung der Indizes i und 1c ergibt sicb 

V — 1 v = l 

Es ist aber 


v = 1 fi-l ' 


_ YV; t 8 *f 
~2j^^ kr 8x u dx„ 

1 v-X 


derselbe Ausdruck ergibt sicb fiir 

2 **{&)■ 


2 * 
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Demnach ist 

n 

(24) Xi{X k (f)) - X k (X t (f)) « V (-V,(^;i 

V l 




«/ 

t J\ 


Genugt die Funktion /’ den ;> purliellcn Differential 
gleichungen (23), so ist 

Xi(f) 0, X k (f) i>. 

also aucli 

-Y«(jr*(/))« .v,.( 0 ) •. (I, 
wm - .V*(0) II: 
mitliin ist aucli die Gleichung 

W*(f)) Xk(-WV)) ** 

erfullt, welclio obenfalls cine lineurc part idle Differential 
gleichung erster Ordnung daratellt. 

Das System (23) wird ein vollatiindlge* Hy«»ti<tii 
gonannt, wenn jeder der Ausdrflcke 

XMk(f))-Wi(f)) (»\* l.»> 

eine lineare homogene Funktion der /> AuHtlrdeke 
X k (f), X p (f) ist, wenn also solche Punktinnen 

&iti j Qiicp von *!, ar„ vorhunden siud, duU die 
Gleichung 

•Yi(A*(/)) — X k (Ai(f)) o it i .1, (/) •{ ... ■ 

fur alle Funktionen f erfttllt ist; hierzu ist. erforderHoh, dull 

~f~ ( v = 1 ’ auf d * ,r Hnken Heite dimer OMehung 

denselben Koeffizienten beeitzt wi« uuf der mdiUm Belie. 

Bilden die Gleichungen (23) keln votUiftmilgm Mym«nt. 
so fugen wir diejenigen unter den Gleichungen 

_ MXtV)) - X>{Xi(n) ~ (» 

*) Qebrftuohlich ist die Beuiohnung 

*«(**V)> - X(X(/» - (X Xl 

(Klarnmerausdruck). 
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hinzu, welche voneinander und von den p urspriiGgliclien 
Gleichungen unabhangig sind. Wir erhalten so ein System 
von p'~> p Gleichungen 

W) = 0, Xp'if) = 0 , 

auf welches, wenn es nicht vollstandig ist, das beschriebene 
Verfahren wiederum angewandt wird. So erhalt man 
schlieBlich entweder q<n Gleichungen 

*i(/) = 0, Xjif) = o , 

welche ein vollstandiges System bilden, oder n unabhangige 
Gleichungen 

^iif) — o, x n (f) = 0, 

welche nur erfullt sind, wenn 



also f konstant ist. 

Wir beschaftigen uns demgemaB mit einem System 
von q voneinander unabhangigen linearen Differential¬ 
gleichungen 


(25) X x {f) = 0 , ..., X t (/') = 0, 


Xi(/) £iv(*&i j • • •, *^n) ' 


(i = l, . q) 


und, wenn unter i und fc zwei beliebige der Zahlen 1,‘..., q 
verstanden werden, 

— Qikl{x 1 , . • •, + • • • + Qikii%li • • •) x n) Xg(/) 

ist. Dann bilden die Gleichungen (25) ein g-gliedriges 
vollstandiges System. 

Wir fiihren an Stelle von . .., x n vermittels der 
Gleichungen 


Vi — Vl ( X 1 > • • • > ®n) 1 
y n = <Pn{xl j •••,««) 
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neue unabbangige Veranderlicbe y±, . ■ - , y n e i Q j die Sub- 
stitutionsgleichungen sollen nacb x t , ..., x n auflosbar sein, 
so daB 

= Vl (2/l > • • • > Vn) > 


ist-. 


®n = Vn(Ml, • • •) Vn) 

Dann ist 

j5/_ _ _df_ dy± , 1 

da;, c 1 ^ da;, ’ ' By n da;, ’ 


(v = l, ..., n) 


also 


Bf 


X» if) —ft'vfe ) • • • ( *n) 

v = l 1 

_df ’S^f, 

^ 3®. " r ' ’' ''' ay„ JLi w dw, 

Bf 


Bf 


8 vi y 

8 f , 


= 1) 


s 3/i 


c/n 

• + MVn) ■ ^ 




' 


Wir bezeicbnen den Ausdrnck Xi(y v ) nacb Einfnhrung 
der Veranderlicben y 1 , .. y n mit yiv(y 17 .3 / n ) nnd 
setzen 

Bf 

X%{f) ~tfiv(yi 1 • • • J ^w) g • 

r = 1 ^ 

Dann ist fur jede Eunktion f 

Xiif) = Yi(f) ; 

anf der linken Seite mrd f als Eunktion von x x , ..., x n , 
anf der reebten Seite als Eunktion von y t , ..., y n anf- 
gefafit. Ersetzt man f durcb X k (f) = Y h (f) , so bat man 

-*<(*»(/))= ri(r*(/)), 

ebenso erbalt man 

Xjt(X ( (f)) = YifYiif)) , 

also ist 

T»(JT,(/)) - Y*(r 4 (/)) = Z t (Z,(0) - x*(x,(0). 
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Die recite Seite dieser Gleichung ist gleich 

1 * * *j X n)Xi(f) + • • • + QiJcq(%ij • - X n )X q (f) . 

Setzt man 

Qikv{® 1? • * *? == GikviVi 5 * * • j ^n) ? 

S018t ^ (?*(/)) - y s (r i (/’)) 

= OiJcliVl J •••) 2/n) ^1 (/) + ••* + , . .., y n )Y q (f) . 

Damit ist gezeigt, dad auch die Gleichungen 

^iOO = 0 , 

ein vollstandiges System bilden. 

Wir verstehen nnter 


Aql J • • * , -dgrgr 

Funktionen von x 1 , ..., a? n , deren Determinante nicht 
identisch verschwindet, nnd setzen 

Z q (f)~A ql xi(f) + - * * '+A qq X q (f); 

clann lassen sich auch X x (f ), .X 3 (f) linear durch 
Z x (f), . . Z q (f) ausdriicken. 

Wir nennen das System 

£,(/•) = 0 , Z q (f) = 0 

dem System (25) aquivalent nnd zeigen, daB auch das 
neue System vollstandig ist. 

Da Zi(f) eine Summe von Gliedern A ii 'X^(f') 
(i'= 1, .. g) und Z k (f) eine Summe von Gliedern 
AjcvXvif) (Jc' = 1, . • ., q) ist, so ist der Ausdruck 

- zAzm 

eine Summe von Gliedern von der Form 

- A tv X v (AurZ v (f)) 

— A<' 4- 

- JL W [XvMXi‘(f) + Au-XkWm 

- A £ 'A'(^W)^V(/) - -Ah' A'(/) 

+ A w A* v [X f (X v <f)) - XA**m - 
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Da samtlieke Ausdrucke 

zAXvff)) - -MW)) 

lineare Funktionen yon. X x (/), • • •, X t (f) sind, so ist ancli 
ZiiZtif)) - Z t (Z t (f)) 

eine lineare Funktion yon X x (f ), • • •, X Q (f) und folglich 
auch eine lineare Funktion yon Z r {f ). ..., Z t (f ), w. z. b. w. 

Wir denken uns die Funktionen A ik so gewahlt, daB 
die Gleickungen 

W) = 0, z t (f) = 0 

bzw. naeh 

±L JtL 

Sx 1 ’ * * *’ 8x q 

aufgelost ersckeinen. Wir konnen daker den weiteren 
Betracktungen ein vollstandiges System von fol- 
gender Gestalt zugrunde legen: 


(D) 


Bin vollstandiges System von der besonderen Form (D) 
bezeicknen wir als Jacobisckes System. 

Es muB 

Xi{X k (f)) — X k (Xi(f)) — Q i]cl X x (f) -f - .. + Qi kq X q (t) 

sein. Auf der linken Seite dieser Gleicknng kat ~ 

{h = 1, • ••,#) den Koeffizienten 

XS*n) - X k & h ) , 

welcker versckwindet, da und konstant (1 oder 0) 

8f 

smd; der Koeffizient von auf der reck ten Seite ist 
gleick Q iJsh . Folglick ist 6Xjl 

Qihh ~ 0 • (i = 1 , . . . } j) 

Fiir ein Jacobisckes System ist also 

Xi(Xk(f)) — X h {Xi(f)) = 0 . (i, *-l, 



( 26 ) 
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§ 6. Integration e-ines vollstandigen Systems. 

Setzt man den Koeffizienten von (v = q + 1,..., n) 

auf der linken Seite dieser Gleiclmng gleich Null, so erhalt 
man die Gleichungen 

(27) *<(&,,) 

(i , k = 1 , . .., q ; r = q + 1, • - -, n) . 


S 6. Integration eines vollstandigen Systems linearer 
p artieller Differentialgleichungen. 

Wir betrachten jetzt ein Jacobisches System (JD), 
dessen Koeffizienten 

fiv ($ === 1 , • * * j ff 5 ^ — * * * > ^) 

sich in der Umgebung der Stelle 

? * * •, oo n = 

regular verhalten. Wir zeigen, daB das System (D) eine 
Losung x n ) besitzt, welche sicb in der 

TJmgebung der Stelle x x = x%, ..., x n = x\ regular verhalt 
und sicb fur x x = x x , . . ., x q = ^ auf x v reduziert, wo v 
eine der Zahlen q + 1, . .., n darstellt. 

Im Falle q = 1 , also fur eine einzige bneare partielle 
Differentialgleichung, ist nacb § 3 dieser Satz ricbtig; wir 
zeigen, daB er fur ein g-gliedriges Jacobisches System 
gilt, wenn er firr ein (q — l)-gliedriges Jacobisches System 
als bewiesen vorausgesetzt wird. 

Die lineare Differentialgleichung 


8x' l + * l -* +l dx t+i + " 


besitzt n — 1 Losungen y 2 , . .., y n , welche sich in der 
Umgebung der Stelle x x = x \, . . ., x n = x\ regular ver¬ 
halten und fur x x = die Werte y 2 = x 2 , .. ., i/ n = x n 
annehmen. Diese Losungen sind 


y 2 — x 2 , 


Vq 9 

y q+ 1 = x q+ 1 -f- (£Z? X (#i #1 > • * * > ? 

2/n = + K ~ ®l)5PnK ~~ <4 9 • * * > ~ 4) 9 
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wo Potenzreihen von sc 1 — x”, — x\ 

darstellen. 

Wir setzen nocli y x = oc x nnd fiihren y x , y 2 > • • •» ?/» 
an Stelle von x x , x 2 , ..x n als Veranderliche ein. Da- 
durch geht X x {f) in 

7 i(f) = -^+ + • • • + 

uber; da aber y 1+l , . y n Losungen der Gleicbung 
X x (f) = 0 sind, so ist 

~ 0 ) • • • > ^l(l/n) — o ) 

also 

r ' m ~ I: - 

Ferner geht Xi(f) (i = 2, ..g) uber in 

Zi(/) = 5ft + ^7 + ' ’ ' + Zi(2/ ’ l) Wn 5 

wir setzen 


^,?+l ifyq+l ) > 


V'in 11) 7 


indem wir diese Ausdriicke als Funktionen von y 19 ..., y n 
anffassen, welche sick an der Stelle y x = x\ , . . ., y n = a?J| 
regular verkalten. 

Das Jacobische System (D) gekt also in das System 




0 


liber, welches wieder ein vollstandiges nnd, da es nack 
d/* d/“ 

> • * *? ~~ aufgelost ist, ein Jacobisches System sein 
milk. Es ist daker 


~~ ^(0) - 0 (i —2, .. 2; v = 2 + 
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Oder 

d. b. die Koeffizienten 


*7i,j+l ) • • • J Vin (i — 2 , ••■)([) 

bangen nur von y 3 , ■ ■ •, y n ab; sie sind in der Umgebung 
dex Stelle y 2 = x\, ..., y n — x% regular. 

Das urspriingliclie Jacobiscbe System (D) und das 
(q — 1) - gliedrige Jacobiscbe System mit den n — 1 un- 
abbangigen Veranderlicben y 2 , . .y n 


( 28 ) 


~ w, ++ ••• + ’“'w. - 0 


m ~ w, + + ■ +1 'sk ~ 0 


besitzen dieselben Losungen. 

ISTacli dem ausgesproclieiie]i Satze, welcber fiir ein 
J acobisches System von q — 1 Differentialgleichungen als 
bewiesen voransgesetzt wird, v*rd das System (28) durcb* 
eine Funktion f von y 2 , ..., y n befriedigt, welcbe sicb in 
der Umgebung der Stelle y 2 = x \, . .., y n = a?° regular ver- 
balt und sich, wenn man y% = col, .. ., y q = setzt, auf 
y v (v = q -f 1, .. n) reduziert. Die Funktion f gebt, 
wenn man 

1/2 ^ %2 J * * * J Vq ~ Mq > 
y v = x r + {x 1 — ®J)5Pv(*x — xl, ■ ■ ■, x n — *°) 

(v = 2 +1, . -., 


setzt, in eine dem System (D) genugende, an der Stelle 
= xl, .. ., x n = a$ regulare Funktion von , ..., %„ 
Tiber; setzt man darin x x = x\, x 2 = x 2 , ..., x t — x\, so 
wird aueb y 2 =x\, ..., y t = x\ und y i+1 = x s+1 , ■. ■, y n = *»; 
die Funktion f reduziert sicb demnacb auf x r , wenn man 
a?i = Xi , ..., x q = setzt. 

Damit ist die oben ausgesproebene Bebauptung be- 
•wiesen. 





28 I- Absohnitt. 


Lineare Differontialgleiohungen ender Ordnung, 


1st w(x t ^, co n ) eine Funktion dor beigefiigten 
n-q Argument©, welche sich in der Umgebung der Htelle 
£cj +1 , x a n regular verhalt, so ist 

/ am <p(fq+l » ■•■)/«) 

eine dem System (D) geniigendo Funktion von x,, ■ ■. . 

welche sich in der Umgebung der Stellc x ", ■ » • * regular 
verhalt und sich fiir x t - x\ , . .x f - ^ ant die gegcbeno 
Funktion cp{ ® f+ i» .. -, x n ) reduziert. 

Wir konnen also den folgenden 8atz auHspreohcn: 

In dem Jacobischen System linearer partieUet 
Differentialgleichungen 



*,(/') = 

& 1^. 

+ 


• « tf . «! 

•• I CtH - U * 

% J m 

CD) 






. x t (f) = 

li 

+ 

t <7' 

? 11 'JT-7 ' ‘ 

( f i 

: c ( / „ 

* * j W » * 

< •> * 

seien 

£i,?+i * 

* * * 1 

t 

analytische 

Funktionen von 

a;,, .. 

x n , w 

elche s 

ich in der Umgebung dm Htrlh* 


x \,... regular verbal ten und die Boding i 


Xdhr) “ Wir) 


* 1 , > • • y g « 

V q ) l , , « 


erftllen. Es soi eine Funktion y ... xj «»'• 

geben, welche sich in dor Umgebung von .r a ,, ./".,, 

.. regular vorhftlt. Dunn wird das System (l»t 

durch eine Funktion f /'(x,, .. ., x H ) befriedigt, 
welche in der Umgebung dor Stelle .rj, .... x" re 
gnl&r ist und fdr x, in die gegoheuo 

Funktion q>(x 1+ i, xj iibergeht. 

Each Mayer*) laflt sich die Integration eine* J aeobi 
schen Systems auf die Integration dner eituigen Unearen 
partiellen Differentialgleichung zurtickfiihretf. 

Wir formen das Jacobische System (I)) dadnrch uni, 
daB wir an Stelle von x x , ■.x t vermittel* der Hub. 
stitution 


(29) x t — <r? -f y t , x^ 4 + j^y,, ■ - ■, x f -- i JfiJf, 


*) Math. Annalen, Bd. 5. 





$ »?. lnt>'Krati"i) *>int«( voUhtlimligfn Syatinii'.. 


tlitt iHtupn Vw»ml**rtidi«« .v,, . . ., amftiltmi, with ram 
•*"„ IteUM'httUwi wml<*n. Dunn iwt 
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.. «/’ 4 

* Mi 

- 4 

t Jt\ 
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< .V, 

*' <V, 

'/ 

»■ 7 
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# J\ 9 


Hint ilia IHffiir«lltiiitglairtiiiiip»ii 


if 


i y* . i 




1 

// • ■ 
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/</ 

r*f| ’ 



c .r tl 
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< > 

«Y 

,.r, 1 ■>-' 


• • ? *i#* 
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*/ 

; * v ,,, , i 

t .?• 

< j',. . 


i .£' 
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lihrl ill 
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*/ . </ 

1. f « 1 # 

1 f $ f # 1 

< / 
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C«») - 
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• 
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. f 1 1 
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als Funktionen von y x , 2/2 , - • •, y q , t • • •> - r » <Iarz ’ 1 ' 
stellen. Diese Funktionen sind in der Umgolmng dor stolle 

2/i = 0, Vi = Pi, • • •, 2/? “ An *?41 r ' * 1 > ■ ■ ■ > J '” ,r » 

(wo beliebig sind) regular; denn (lienor HI olio 

entspricht nach der Bfickkohr zu den ursprfinglicbon V or- 
anderlichen die Stello 


*1 , <h 


? 


'Ey ) * 5 


»«* 

* i I I ’ 


^ #i 


Die dem System (D) geniigenden Funktionen 1, 
.. f n , welche sich fiir =» a:”, .. a*" b/.w. auf 

x i+ i, ..<c n reduziercn, gehen durch die Substitution (2iU 
in Ldsungen des Systems (30) fiber, welcho sich ffir »/j *• 

auf bzw. x rn ,, x n reduziercn. Eh w*i »* eino dor 
Zahlen 5 + 1, Dio dem System {.‘to) genfigeude 

Funktion f r von y, , .. y q , x q ,,, . .:r„ , woloho sioh ffir 
y t = 0 auf x.j. reduziort, genfigt insbosondore uuoh dor 
Differentialgleichung i \(/)- 0. J)ie«o Differentialgleiohnng 
besitzt aber nur cine oinzigo an dor Stello y, U, 1/, /I,. 

..2/j = Ar, %n 1, ■ ■ •, x„ rogulilre U«nmg, 
welche ffir y x = () den Wort av annimmt; also mull die ,ho 
L fisung mit f y fibereinstimmen. 

Die Differentialgleichung l’,f/') - 0 hesitzt n * ! uu 
ahhangige Losungen y 2 , ..., y„. ,,, .... f „. Dio Into 

gration des Jacobisohon Systems (I)| is! nuoli 
Mayer durch die Substitution (2!i| auf ilio Inte¬ 
gration der lincaren purl i oil on Different tnlglet 
chung 


(32) Y t {f) 


(■/ 

(1 yi 


>h.qt i 


if 

'3\r. 1 


•h » 


</ 
t „ 


zurfickgeffihrt und damit an! die Integration do* Systems 
gewfihnlicher Differentialglelchnngon 

(33) dy, - . »» 

Vlfl+l f it n 

zwisohen den Verftnderlichen y,, ir f ,r B , umbel y,, 
• • •» y« als Parameter betrachtet werden. 










$ 7. VoIlHtiimifg iiift'griorlmra Kjgtema totaicr 
IHfTmwtialKleichunKen. 

Wir halH'it in j; 11 tirti Zusaiiiuionhiinjr imtorHucht, wolrhor 
y.wts<*hi*u riiirr oitmgon lifionmt pnrtidlon IHffrronlmE 
glfirhmtg uml rimmi System gowolmliHifr I>iffi i ri*iitiiil> 

»,rli*irlimi^ii! hI mltfiiuli*!. 

Ein ulutlirhor Zunmumonlmug <*ht zwi.Mohon 
Synto m von q Imouron parttollm Difforo utialgloirhmigrn 

in it ii iniiihliiiiigiitHi Yommlorlirhon nml rmom Syntrm 
\ on « q tntiilni IHflVroiifliililinrlmngoii mit q utmb* 
liiinpgi 1 !! mid ii q nlililfigi^oti Vrriiiiil«*rltrln*n. 

Wir (initkon um minor Syntoni von q liiioumi purf iolloii 
lliffiireiilliilgloirlmiigi'ii (tliw ramiirlmt nieht voltnUimlig %xx 

win hrotwbt) midi q piiriteflri! Ahl«»itmtK«n uuftfttUtat; 


if >1 

I ’ 

( t i * / i ,i n 

ihv ; Himl uH* fintiH Fiinkfloiioii \un j't * * a\ . Wir 

m’lirtnlii’ii tin* folgoinir Syn t«*in totiilrr DiftormitialtfloE 

rliiiiigffi nit: 

! i».». i. 

Wir liowotHi’ii il*'is Sat/« * 

1 f41 jh i'!» * jj i*i no LoHUiig don Sy ,h1 1 *m * |li|, 

ho vorttrlim* tfiiirt df Infolgo tlon Sy h frnt a tntulfr 
f i iff rrr lit iiilgloirliiiiigoll (El, 

I lor ^’oniiiMHot/niiig unfit iwi 




*f 

t #* 



t 


•t 

< 


u 


»«l 



32 I. Absclmilt. Linoare DiiTcrtudiulg'U'irlniiifo'n '•r.'lfi- <>rdmitij' 
Also ist 


(if (if 

df vf 

+ -<^ dX ^ {+ --- + ,r„ ' 


■jz —l« a V, 1 ~ Cl.M 

vx t-n 


i v .v ■ I I 


+ [d Xn ... f, „ d ,r, 
(■ w n 


e ///■!• 

%v« '*‘*vl t 


bestehen die Gleichungen (B), so ist df (). 

Der Satz 1ftBt sich umkehren: 

Jede Funktion/'fo, • • .,nc„), dcron Different ini«// 
infolge der Gleichungen (E) verseh windot, ist cine 
Ldsung des Systems (D). 

Denn vermcige der Gleichungen (B) wild 


df — -ij~ dx t + . . 

. + ( J dir, 

<'a> v * 


l H 

, f / . 

r . dr,, 



/ n 


=i|^ + ^.»n 

l// •|-..Uw. 

( J, n , 

' 1 d r, 
i r„ I 

+. 



+ 'J£ + f , 

+ [dx, + 

W -j- 1 ; 

d.r, 
f •**« 


Soli dieser Ausdruck fiir bollebigo Worfc von d.r,, , ,h. 

verschwinden, so mtosen die Koeffizionten von dx,» , d* 

verschwinden, d. h f mufl dem System (D) gerittgeii. 

Eine Funktion /’( at,, .r„), deren Differential infolge 
der totalen Differentialgleichungen (B) vemchwimlot, ImiBt 
ein Integral des Systems (E). Wir kdnnen also sagen; 

Jede Lfisung des Systems (D) ist ein Integral des 
Systems (E); jedes Integral des Systems (E) 1st eine Idkung 
des Systems (D). 







§ 7. Bysteme totaler Bilferentialgleichungen. 33 

Wir setzen jetzt voraus, daB die q partiellen Diffe- 
rentialgleiclmngen (D) ein. vollstandiges (Jacobi selies) 
System bilden; die Funktionen iqn seien an 

der Stelle x t = x \, .. ., x n = xl regular. Bann besitzt das 
System (D) die an dieser Stelle regularen Losnngen f ?+1 > 
.. ., f n , welche sieh fur x x = xj, ..., x q = bzw. auf. 
ic ?+1 , .. x n reduzieren. Auf Grand der Gleichungen (E) 
verschwinden die Differentiale von f q+lf ..f n , so daB 
die Funktionen f q+1 , konstante Werte annelrmen: 

fq+l( x lf * * *) *bi) “ J 


t n (®1 » • ■ • > x n) ~ • 

Da Mr — a?®, ..x q — x\ f t+ 1 = ®j+i, •••,/» — ®» * st > 
so nehmen die Funktionen /j + i fur > 

a: n a;® bzw. die Werte a$ + i, ..., ®?, an. Also ist Og+t 
— *® +1 , ..„, C n = x \, und die totalen Differentialglei- 
ebungen (E) werden durcb die Gleicbungen 

f fq + lfat 1 ■ ■ 'I *n) ~ *5 + 1 1 

(34) • .. 

( tn(.X 1 j • • • j ®») 

befriedigt. Da, die Funktionaldeterxninante 

® (/"g+i > • ■ • > /«) 

d(a> 4+ i, - • «») 

fiir a, — ®S, ..., a?„ = x°„ den Wert 1 annimmt, so lassen 
sieh die Gleichungen (34) nach x q+1 , ..., x n auflosen; man 
erli&lt 

| iT 4 +1 = *!j+l + <Pq + l(*l *1 J •••!*« X 'j) ■> 

(35) {. 

| X n =“ X^, + <p n {x j Xj , ■ ■ ■, X q X q ) , 

wo 9 > t1 . i, ..., <p n Potenzreihen der beigefugten Argumente 
Hind, welche fur = xj , ..., x q — x\ verschwinden. Das 
Bystem totaler Differentialgleichungen (E) wird also durcb 
Funktionen x q+1 , ■■■, x n von x x , ...,x q befriedigt, welche 
Mr of, «.-<»" die beliebig vorgeschriebenen 

. Werte x q+1 = , ..., x n - *® annehmen; dabei ist nur 

vorausgesetzt, dafi die Funktionen £i, 4 +i j •••> £«» 

Btelle = x°„ regular sind. Das System (E) 

O 

Horn, Partiello Differentialgleichungen. 







34 I. Abschnitt. Linem-'e Differentmlgleiohungen eroier Ordnnng. 

heiBt /limn vollstandig intogricrbar (unhosehrunkt 
integrabel). 

Wir nehmen umgekehrt an, dan System (K) sei veil- 
standig integrierbar, d. li. es werde durcii (Heieiitingen von 
der Form (35) befriedigt, in welchon .r", .r“ als 

Integrationskonstante anzusehon Sind. Dann wird da- 
System partieller Differentialgleiclmngen (I>) durrh die 
Funktionen 

f g+l ~ ^17+1 Tg t I (^1 " 3"| , • • •, a v J 1 1 , 


in """ filial j ' ’ * 5 ^g 

befriedigt, welch e fiir ;t\ - xf, .... ,r v x“ die Welle 
fq+i = ®q+i, - • - } In ; Vn annehmen und duller voneinumler 
unabhangig sind. Dann bilden nber die jturfiellen IHffe 
rentialgleichungcn (D) ein g-gliedriges vollstiindigex System. 

Wir konnen also den Sate ausspreehen: 

Das System totaler Difforentialgleirluuigeu (Ft 
ist dann und nur dann vollstiindig integrierbar, 
wenn die partiellon Diffcrentialgleiehungeu (i»i 
ein g-gliedriges vollstiindigos System bilden, d, h. 


wenn (27) 

Xi(h-v) ■ A *(■?,>) 



■* *! * 


\ r if ’ 1 

, , #1 

ist. Sind 



/ q f 1 ( 

? * • * t * * • • » / » ^ s * < . -» .r#,l 



die dem System (I)) gemiigenden, in tier t ; mgelnini; 
von •••) -r» reguliiren Funktionen, 

welche sick fiir ,r, - x, x" Ur,w. nuf . 

• ■ ®» rednzieren, ho ergeben Hieb a 11 •* den tihd 
eknngen (34) 

/ g 1 1 (**a 1 • • •, ^b) ' *r. ( > 1 , 

/ «(®*i 1 • ■ • t ' *r" 

als Funktionen von x . x, . weleiie 

sich in der TJmgebuug von ic '}, regular ver 

halten, ffir die Werte r ,,.... r “ ,, 








§ 7. Hyatome totnler DUTiir^ntliilRlindiimfcni. 


.. ., j\ * x* annehmen urul dem By stem tot&ler 
Diff^r^ntiiilgltnrliuii^i'ii (K) genftgen. 

Oil* Integration omen vollHtiimiighitogrierlmrenHynionm 
totaler hifferentmlgleieliungea nnd die Integration omen 
vollHtiimligen Systems lintwer part idler Hifferentialglei- 
elinngeii (einea J iieolii when Systems) simi uquivulenie 
Aufgahrn. Domnueh ftiltri die in S ti (largest elite Mayer- 
nelie Methmle siueh ?,ur Integration ernes vollstandig into* 
griwhitreii Systems |H). 


3 * 



IT. Abschnitt. 


Partielle Diiferentialgleichungen erster 
Ordnung mit zwei nuabhiiiigigen Ver- 
andcrlicheu*). 


§ 8. Existenz tier Integral**. 

Wir betracliton jefczt eino mold linear)* juutielle Oiffe 
rentialgleiclmng orator Ordnung mit tier ulihitugigeti Vet 
anderlichen. z und zwei unabhiingigon Vedtaderlteheu j\ y, 
d. b. eine Gleiclmng 

(A) F(w,y,z,p,q)~0, 

WO 

$Z < z 

p - , , q ^ .. 

( X rtf 

ist. 

Den in § 1 nnd § 2 bcwhwnen 
sprechen wir fur den Fail zweier unabhiingigon V«rl Jitter* 
lichen noch einmal aue: 


*) Zum eingehendoren Studium dor Thinirio dor juiriiidb^ti 
Differentialgleichungen erster Ordmmg mil Mndiig viidon iinnb« 
h&ngigen Yer&nderlichen sei auf die folgenden Work** vi*rwi«*f»t*it; 

Goursat, Yorlesungon fiber die partielleu Iliffereiilnib 
gleiolmngen erster Ordrmng. Deutsah von M * nor. Loip/iif 
. Forsyth, Theory of differential etiuiitioiw* VoL V, (*aiu* 
bridge 1906. 

Mansion, Theorie dor jmrtudlim DIferi»iitklflf$Ipliii«if«iii 

erster Ordnung. Deutsoh von Maser. Berlin 18112, 

3 * v *. w fber, Yorlesungen ttber dn» Pfafftteii* Prnhl«in ntid 

die Theorie der p&rtieilen Dififerentialgloielmngiin multir Ordming, 
Leipzig 1900. 







8 8. bxifdeiw der lutiigrjde. 


Die nnalyt indie Funk t ion F(x, y , ?, y , q) »ei 
in der Umgebung der Sidle 

■C J"n t li !h\ i “ '* *» » P Pn f V </ti 

regular; an diener Sidle nei F 0, alter * ^ von 

( I* 

Null verndiieden. Kn nei eine in der Dtngebutig 
von v reguliire Funktion q (»/) gegehen, welehe 
die lied in £ tin gen 

7 f/Ai) *ii i 7 CV») 7*i 

erf ill It. Darin wird die part ielie Different iulglei• 
diung (A) dureli due dodge nnalytindie Funk- 
tion a *l>(x , yl befriedigt, wddie aieh in der Uni- 
gebung der St elle a* - x n , y y 0 regular verbiilt uud 
f ilr ar *- it,. In die gegebene Funktioti y (y) ubergebt. 
Wir brlngen die (lleiohung (A) auf die Form 

(I) 

wo f Hno amdytiHfhp Fnnktion dvr brij'pfthrtpn vier Argil- 

jst, an dvr Kfrllp x x„* // ?/ M * 2 , 

q q n d<*n Wert p - p u nimiiiiiiil mid in di*r riiigidmn^ 

die cr Stella regulilr 1st. Indent iiiuii die Idinrlntu^ (1) 
wiederhnlt nurh 1 / differentiiart t erlmlt tmm dip Ah* 

t * * * z 

hifttogeti (lurch dip Ableiluntfen von £ riaelt 1 / 

f x t If 

mt^edriiekt. IHffemitiiert limit dip Glvirlning (1) oinmal 
ttttelt x hrltrbtg oft unfit t/ f m warden dtp Ab- 

f ? ' 1 ; 

lid!ttiigni . ,, dtsrclt dio Ahleitnngen von z nueh q 
i x^ f { , „ z 

iitti^cdtilcU, nuchdem fur die Ahleit ungen * die 

(St If 

berelff* ffcftttulrftcit Atndrtkekr einge*et/f him! t uhw, I>a 
* fiir x-. jr ( , in t{ fvl ubeigeheit m> 1I, lit nil 

x; * | if h ip) 

f »r V iiif 

ftilti; Ittitit ktinit M’titif f wrhe nuntlirhe Ablrtf tiftgrfi 

( ) 

' r I,,,*" 
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berechnen und die in der Urngebung dor Stelle x 
y — y 0 konvergente Potcnzreihe 


z - 


${x, y ) - V 


fll v\ 


8x>‘ 8 if 


I (x 

i ?A» 


x 0 \" (y - 


X» t 


//»)’ 


aufstellen. 

Wir werfen die Frago auf, ob aieh jcde der Diffe 
rentialgleicbung (A) geniigende analytiscke Funktion 
z = </>(%, y) durcb das sooben dargostellto Verfahren her* 
leiten l&Bt. 

Es werde die Bezeicbimng benutzt: 


(2) X 


8F 
8x ’ 


Y » 


8F 

8y > 


Z - 


8F 

8z 


< F 


Q 


8F 
< <! ' 


Wir nehmen an, die Funktion z-<I>(x,y) orfiillo die 
Gleichung F-- 0 nicht identisch; <I>(x, //) soi in dor Uni- 
gebung der Stelle x~x 0 , y ?/,, regular; wenn .r,,, />„ , r/„ 
die Werte sind, welche die Funktionen 

8<I> (><l> 

z — c P(x , y ), a# , « ~ B g 

fur x — x 0 , y = y u annehmen, sei P iur das Wertsystom 


x ~ x 0 , y — y„ , p ■= p„ , q « q 0 

yon Null verschieden. Barm ist eino und nur nine ana- 
lytische Funktion z von x, y vorhandcn, welche stch in 
der Urngebung der Stelle x a’ 0 , y y tl roguliir verhii.lt 
und sick fiir x = x„ auf die Funktion 

<p(y) - , ?/) 

reduziert. Diese Funktion z muB mit '/‘(as, y) Qberein- 
stimmen. 

Wenn die Funktion z -- <1>{x, y) zwar dar Gleichung 
P = 0 genugt, aber die Gleichung Q 0 nicht identisch 
erfullt, so bleibt die bislierigo Betrachtung anwcndbar, 
wenn man nur der Vcr&nderlichen x dicjeniga Holla *u- 
weist, welche bisher y spielto. 

Die Lflsung z = <I>(x , y) kann nur dann auf deal 
oben beschriebenen Wege nicht erhaltcn warden, wenn 
sie den beiden Gleichungen 

P - 0 , q • - 0 






S !l. litt.t‘gr#liUicIi«' dun h <*it h- Kurve. 


«U*.i<‘hz«‘itiK tft?uujrl. Kino Lornin^ der Gldehuotf (A) u«*- 
uflfit. aiich den <«ii‘i<‘hun^i'n, woldm man erliiilt., wttnn 
man die Cildoiiinij.' (A) partiull nueli ,c hzw. // different iiert. 
mid diiliui lifui htui, dnii > , //, tj von .<• und if ahhan^en: 


•V , Zj, ! / 


/' 

( »f 





\ 


*'/ 




o . 


Fur aim* Eonung, wait ha din Ulaiahungan P o, y u ha* 
friaiHgf, mhr/Jnran ilrh din baidao lafat on Elniahunmm auf 

X ! % p (l f 

V I 9 A if IK 


Hi in* IiIImii ng dor par tied 1 mi Difforon tin)gini • 
rlniii^ (A), wolnlia xttfilolafi dim (Uoinhtt ngon 

(II) P 0 t Q (If X | pZ - 0 ( F } qX 0 

gan ugt, wird a in a sing u him homing gonan nt. 4 ad a 
aiuti\ t ha* ha homing von (A) t wolaho niaht in diammi 
Hiniia ?. i n g t» 1 ;» r Kl» katsn durah d as o Fa u ant * 
w i a k «d t a Yarhihmn arhul I an want an. 

I in allnamainaii im kaina Fiiitklioii ^ von j\ p \or 
liniidain walatin hu liar tlar Citaiahung fAl uuah (km vior 
Ulaialmugan {d| gondgh Kiita purtiolto Eiffcwtitial^lalaliiiri^ 
orator Ordnuug boaiut im iillgaiiiainaii koino ninguhiro 
Echoing. 


■\ IK liiti*griilttlrlii% wolrlto cltirrlt aliif gogoltfiio 

Kurvtt profit* 

Wir liaiinfiaii uiii* gonmo! risotto AusdruokHwoiHo, iudoni 
nir x , 1/, ids roaht winklign Koordiimtan oman Emtkfas 
till ICiiiitna HUffasson, wmlurch knmpfoxo Worto von j\ ?!. : 

niclit i4iuma^rtilu.W!i aiiuL I t 

141 * t vi 

trim* dar I Hffaiafiti;ilplaialmiig {A| gantlgaiiiio Ktmktiotft t ill 

fitstii dia (llaialsuni: |J| aim* 1 utcmralfliictm dar p»r* 
lltlba iiiffaratifiiilMlrialiutig (Al dar. 
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Enter cinem Flachenelement ira Baume vorstebon 
wir den Inbegriff eines Punktes und einer durcb den 
Punkt gebenden Ebeno. Da es im Baume ou 3 Punkte 
gibt und durcb jeden Punkt oo 3 Ebenen gehen, so Kind 
oo 5 Fl&ebenelemente im Baume vorbandon. Die Gleiehung 
einer Ebene, welche durcb den Punkt (./••, ;/, ~) gebt, 
sobreiben wir, indem wir die lanfenden Koordinaten c, >/, 
benutzen, in der Form 

C - * - p(£ - a>) + q(y - n) , 

so dafi die Stellungslcosinus dor Ebene den (Irfiflen p, q, I 
proportional sind. Die Stellung dor Ebene ist also dun h 
die G-rOfien p, q bestimmt. Die funf GrdCen .r, y, r, p, q 
werden die Koordinaten des FlSehenolemonloH genannt. 
welches aus dem Punkt (x, y, z) und der angegebeiten 
Ebene bestebt. 

Die Flacbe z , y) enthiilt 'v 3 Punkte (,r, y , ai; 

jedem dieser Punkte ordnen wir die Tangent iulebene zu, 
so daB 

<Up d</> 

P ~ "X' ' j y ~~ X 
ox oy 

ist. Einer Flacbe gehdren demnach oo* Fl&ehenelemente 
an. Die Flacbe z*=$(x,y) ist eine Intcgralfl&ch© der 
partiellen Differentialgleicliung (A), wenn ihre silmtlichen 
Elemente (x,y, z, p, q) der Gleiehung (A) genii gen. 

Erfullt die Function z -- i>(x , y) die Anfartgs- 
bedingung 

(5) x -= ,r„ , z ( P (y) , 

so gebt die Integralfliiehe (4) durcb die Kurve (5). Die 
analytische Funktion <p(y) sei wio in § 8 an der Stelle 
?/ - Vo regular und es sei z 0 - < P (y Q ) , q 0 «, rp '(y tl ) , wfthrend 
Po der Gleiehung F(x 0 , ?/ 0 , z tM p 0 , q 0 ) .. 0 gonflgo; an 
der Stelle * = x 0 , y — y u , z =* z n , p p 0 , q « q n a e i die 
Funktion F(x,y,z,p,q) regular und P von Null ver- 
sebieden. Dann gebt naeh dem in § 8 ausgesproebenen 
Satze durch die Kurve (5) cine und nur eine Integral- 
flache a = <P(x, y), wo <I>(x, y) eine in dor Umgebung der 
Stelle x = « 0 , y = y 0 regular© analytische Funktion ist. 

Bisber lag die gegobene Kurve (5) in einer zxir y z- 
Ebene parallelen Ebene. Es blcibt nocb zu untermichen, 
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cib (lurch due hdiduge analyt indie Kurve cine und nur 
cine imalytisdie Integralfladio bindurdigdit. 

Rm «d elite. Kurve V* dargcddlt (lurch die Olddiuttgen 

x /’,(»), >! 1») - ~ , 

wo , f t , (\ analyiiHoho Fnnktioncn von u Kind, welche 
nick in dcr I'mjjobung von it »/„ rc^uliir vorhalten und 
fiir u - i/„ die Write ./•„, »/„, annehmrn, wiihrend f{ 
/"•J(K„h /■;!(«/„) nieht winitlieh ven-eliwinden. Ih( /','(»/„) von 
Null verHelsicdcn, ko lassen nidi die (lleicluinjien ((!) (lurch 
Klimiimtion von it auf die Form 

(7) >1 •- /V) , - ;/{.»■) 

hringen, wo aich f'(x) , g(x) in dor riugctmng von x x„ 
regulftr verluilten und fiir x jr„ die Write »/ * //,,, z 
annohmon. 

Fiir vine (lurch die Kurve <1 gehende Integrnlflftehe 

<l*(x, y) 

KOI 

( <!> t '/> 


, •■</, ■ , ■■<{> 
r , f 

( X k t J- t ?/ r>/' 

1'ui tile Werte von p , #/ in dttem hdiebigen Pniikt 
d**r Kurve ( 1 %\\ beredmen, huhen wir die Olddmngen 

H ( »/.*./'- 0 . 

I }>tix i yd a 

wii fiir jr t i/» r die Punktimieii (ft) von u zn nHzon disci. 
IHe In hc/utg imf p , q gdblddo Puriktiomildetermiminte 
dt*r liitlcofi Hidftii dieter hddeii i Uddmugon id 

* l\ V 

dd I !*<hi g dx . 

fl.r , ti tt 

Wir ndtffitot iin t ftir dn den (ilddutngm (N) grudgonclc* 
WertayMem p t q vri^diwifido A niriit identikit in n „ 
iliii Wrrte von r t $ » I in dftmt Punk! iter Kurvw V go- 
iiipifi dm Glddmtigm 

dp rii j a d*t , rl#| - i eLf j irff 
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•and den Gleichungen 

X + Zp + Pr + 0 , 

Y + Zq -\-Fs + Qt ^=0 , 

welche man erhalt, indem man die Gleichung (A) parliell 
nach x bzw. nach y differentiiert. Wonn man din beiden 
letzten Glcicliungen mit dx bzw. dy mullipliziort und 
addiert, erhalt man die Gleichung 

Xdx + Y dy + Z(p dx -|- g dy) -| ■ l\rdx-\ «dy) 

+ Q(sdx -| i dy) 0 

oder 

Xdx+Ydy + Zdz | I'dy | Qdq (», 

d. h. 

dF(x, y, x, p, q) 0. 

Unter den obigen vier Gleichungon firnlon Hicit also nur 
die drei unabhangigen 

! rdx-\-sdy =■ dy , 

sdx Idy - dq , 
rP + sQ -X- yZ, 

ans welcben sich bestimmte Werte von r, #, t ergeben, 
da die Determinante 

dx, dy, 0 ] 

0, dx, dy .Idy 

p, Q, o 

von Null verschieden ist*). Fahrt man ho fort, ho findot 
man fur alle partiellen Ableitungon von z nach x uml y 
bestimmte endliche Werte. 

Bs fragt sich, ob die Beilie 

2 = + Po(* - *<>) + ffo(?/ • " '/„) 4- i >\,(x x,,)* -| . . . 

in der Umgebung der S telle x^x {> , y ■ y„ konvergiert; 
dabei ist (x 0 , y 0 , z 0 ) ein Punkt der Kurve 0, und />„. 
So > r 0 , ... sind die zugohdrigen Werte der partiellen Ab- 
leitungen der Punktion z von x und y . 

*) 1st lUngs der gegebenen Kurve y konwlnnt, no koituut man 
durch Vertauschung von a: und y auf den bereitH erlodigten Pall; 
wir ktnnen also dy von Null verschieden vorauHHetzen. 



8 9 - Intogridflftoho (lurch nine gogubonu Kurvn. 


Dio Gloiohungon dor Kurvo (' noion auf die Form (7) 
gobrueht; .1 soi fur x„ von Null vorsohioden. Wir 
wonden die Substitution 


K - b H /'(•'■) , 1 ■: '/(.'•) 

an und sotzen 


}•' , <1 

< V ell 


Dio Gloiohtmg 


<l\ \\<iy i t| dll 


Relit, wonn man j;, t) f durrh x, y, auwlruokt, tiber in 
dz g'(jr) dx pd.r j q(rfy f'(x)ds) 

odor 

dz ■ ()) (1 f(.n t </'(■<!) d.v j q ill/ ; 

tlaraurt folgt 

P P q/V) i il'U) , 

<1 u 

odor 

V P I '//'l-cj ili-ll, 
it <1 ■ 


Dm Difforentialgleidmng (A) geht dwell Kinfiihrung 
v oil )', li, s iibor in 

Aif, >».,!, P,0> 0 , 

witlirond dio Km ve V dio Gloidmngon 1) 0, 0 orhalt. 

Wir haboii oino Funktion ^ von j\ l) zu midien, woloho 
dor Differeutisdgleidmng: a O gentlgt und ftlr t) O don 
Wort \ u iinniuiiiit. 

Ann don obij'on Ausilriiokon von p , </ duroh p , q folgt 


da 


> F 

1 P < P ’ 
r * ‘ F •*' 

t (./'i ; 

> () (*</ • p 

d) — dx , dll - dy fix) dr 
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1st, so ist 

*8 


- dl) 




AF 


dx ~ . I . 


ap* - aq d P ^‘ 7 
Langs dor Kurve G, dcr j-Achsc, ist 1) 0, also <l\) - 0 und 

aj? 


.1 - 


( ‘1 
d?f 


-dr. 


Nun ist aber A, also an oh , von Null vorschicdon, ho 

daB sicb die Gleicbung $ — 0 nacli q auf Risen Iftflt. _ Nadi 
dem in § 8 ausgesprochoncn Satzo bositzt, die (ileielnmg 
$ = 0 eine in der Umgebung dor Sidle X. 2 » D 1 () 

regulare Losung g, welche fur 1) ~ 0 don Wort, j 0 an- 
nimmt. 


S 10. Die Charakteristiken einer pnriielkm Differential- 
gleicliung erster Ordnung. 

Die durch die Gleicb ungen 

(11) !/“=/",(«). *“A(«)> P ” A(“)» 2-AW 

mit dem veranderlichen Parameter -it dargeatellte einfacbe 
Mannigfaltigkeit von Fl&chenelementen (*, y, *, p , g) 
wird als Streifen bczeichnet, wenn aio der Gleicbung 

(12) dz -- pdx + q dy 

geniigt. Wenn x, y, z niclit siimtlich von u unabhiingig 
sind, stellen die drei Gloichtmgen 

* = A W , ?/ - A W 7 * ““ A W 

eiue Kurve dar, deron Tangonte ini Puukt (r, y , a) in 
der Ebeno 

C — « ^ P (I — *) 4 - 2(2 - .v) 

liegt*). 

Gehort der Streifen (11) einer TnfogralMehe dor par- 
tiellen Differentialgleichung (A) an, so ist, infolge von (11) 
aufier der Gleicbung (12) auob die Gleicbung (A) erfulif. 


*) Sind x = k 0 , y = ?y 0 , *•»*„ von « unabhftniriir, ho Htdleti 
die Gleichungen (11) oo 1 Flftchonelenient 0 dar, wdnho dtirdt dun 
Punkt (ar 0 , y„, *„) gehen und einon „Elementarkegd" bcHtiuimou. 





8 10. Die (‘haraktomtikan ubw. 15 

Wir haben gesehen, daB dureh einen solrlien Kireifen nine 
ItitcgrulfULcho vollHtamlig hetdimmi ist., falls 

Pda Q dx 

von Nall verHehieden is!. Weim oh also eine Rurve gibt, 
lilngH weleher meh mehrere Jntegruiflaehen herdhren, odor 
mit nnderen Wort on, wenn oh oinon Kin‘if on gibt, weleher 
mehreren Intogralfliiehen gemein iat, ho muB diesor Kireifen 
uuBor don Gloiehungou (A) and (12) dor Uleiehmig 

li:i) PtUi Qdx o 

goniigoiu 

Eln Mtroifon, weleher dio (ileiehung (111) In* ■ 

friodigt and oinor 1 ntogrnlflliolio von (A) angehdri 
(til© nidi In dor Nlllio dor Punkto dm Htreifena reguhir 
vorhllt) *) f wird o h a rakteristi a oh or KUadfen o d o r 
i it it rakf orintik genannt. 

I dings oinor Charaktorintik goltan dio Oltdelitirtgeti 
(12) and (III), nowio dio Gloiehungen, woloho man orfilll* 
indom man tlio Gleiehung P • U partied naeh x bzw, */ 
different iiert. Dio letzteivn Gleiehungen lauten, wenn man 

i " .r r ': t *; 

r .. . .v , I 

* x" t jr < i/ i • if : - 

set 7.1, 

X f p Z } r i 1 | # Q 0 , 

r j qZ f * P } tQ - it * 

Ferner in\ 

tf |# r dx ■ | » dy » 

dq n tlx d f dp 

odor, wonn limit die Gleiehung {Id) unior Kiiifiihrting oinor 
IlilDvorittiiiorliohon it tluroti dio bidden OUdehungeu 

dx - Filli , dii <J du 

Of art l \, 

dp -• ir l* i i Q Wlu f 
dq .- l* I 1 1 I V) dn 

*1 Eiti 1‘uiikt (J ¥ , «/„, f.,,1 tin* Fllrlp» /i.t , y • *1 - 0 Itidll 

r#gtltlr» ttrlin nidi flic »!ir b* linrhb&ritm liiGiet§f»ttflktft l«*% y f f) 

dttti d* r tit* i t *iif» roii#oi» x . x t , y —-14 , £ * 4 twtr itiilntiifit ait, 

•lie ilrlll#! mb l*»tt»turv»th«t dbr bidden andonai tl*»t#ll#» lilt* 
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Oder 

(14) 


dp = —(A r + V %) 7 

*-(r-t-g£)rfw. 


Langs einor Charakteristik Rolton also <U> 
Qleiclinngen 

dx 
du 
dy 
du 
dz 
du 


(15) 


dp 

du 


- P . 

-• < 3 , 

■■■■■■ p r \ <iQ , 
(A' I p #>, 


I "1 

Oder 

it r\ dx - — dz <*p 

(lb) _---- + - g - r+7s ‘' r + q% ' 


Ein Wertsystem 

® = «o > ?/ = 2/o» ~ ‘ ~o j P ■=• Po > 3 ?<> < 

welches niclit nur der Gleiehung F ■■■- 0, sondorn aueli 
den Gleichungon (3) 

F--0 , Q - 0 , a: I- p Z - 0 , r -| q z « U 

geniigt, fur welches also die rechten Boiten der Glei- 
chungen (15) siimtlich versehwindon, st.ollt in bezug anf 
die Differentialgleichungen (15) odor (lii) ein fdngulttres 
Wertsystem dar; demgomiUi wird das El&chenelement 
(as 0 , y 0 , e Q , p 0 , g 0 ) als singul&ros Fllichenolement 
bezeichnet. Bin singul&res Integral der Differential- 
gleiehung (A) besteht demnach aus lauter singulftren 
Fl&chenelementen. 

1st («? 0 , y 0 , z 0 , p 0 , g u ) ein nicht singuliireH Flliehen- 
element, welches der Gleiehung P*’0 geniigt, so be- 












sitzi il die 

1/Htttlg 

(IT) 

welrhe * lit* 


§ 10 . Die Ohiiraklormtiken usw. 
I>lffi*r<*ni htfgleiehungcn (15) eine 



Vi(« > !h\ 1 

■^0 1 

Pi>, ?..) 1 

// 

7 *i\u , j’ii , // u » 

, 

/'it. f /l.) • 

* 

V's(** ? l, ’<t ? //o 1 


/',! , </») * 

p 

7 l(« • - .Vo • 

-0 ‘ 

. /'ll 1 <7n), 

n 

'/:,(« - •''» • //.. . 

«4» 1 

/'„. '/,.) * 


Atifunj^HlMalingungen 


und 
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mir vine, 


>r A* « i/ //u < - « P Pa t <1 <la 

fur il 0 erfdllt *). Die Fuuktionon 7 j, . 7 ^ Bind iu 
der Umgebmig von u O regular und mlimeren sie.h 
filr 11 -ft b»w. imf .r CM ..i/ u ; we wind analytiHche Funk- 
lionen von 11 . t ;r f|f //„, * /i 0f i/ (l , welehe in dor Umgobung 

der Werfce fi - 0 , sr Kl ft,, ft>, ft, - , ft, - ft> * ? 0 ^ ft* 

regular atari, warm unter (ft, , ft,, ^ * ft,, q 0 ) ain der Glei- 
rliuiig F 0 genfigendeH nieht singuliires Flitehenelement 
verst umlen wird**)„ 

Yersteld man tinier j\> , . . ., </„ feste Werte, so stellen 
die dun eivUen (ileiehungen (IT) im allgemeinen eine Kurve 
d.tr; dmvli die heiden lety.ten Uleiehungen (17) w ird jedem 
Punk! fj\ //, • « dieser eharakteristisehen Kurve ein Flaehen- 
♦•leuii’Ul {j\ it % : * jt , 71 y.ugeorduet; die ov l FUiehenelemente, 
w elrlie dmelt die 4 tlriehungen { 17) (largest ellt warden, hilden 
eineii idinriiklrrisfiseluui Htreifen, 

Von jedem nieht HinguUiren F1 iiehenelemeni 
u\, f i/ M , ** (t , /# sl , f <t ft wide hen der Oloiohung F r - 0 ge- 
a il g t, gidii ein «* mtd nur eine Fh urakf eristik a us. 
Hie DilfVrniiinlgleiehuugeu (15) besii y.en das Integral 

Ft.r, t|, i» |i, 7 } konst., 

del 111 eS i*t 

•/.< rf.v y <0 , <‘l> . a rf'/ 

(/11 ’ d it d 11 du 1 </ u d 11 

\ r i rv ! i vvi 

/*(.V i ,»£> QiY I n'/A U . 

*1 Win.' .!*, ..</„) HliiRulftr, w> wOrcluit 

•.finittU’tin # \14«ntme.:*’U vun .r, . . .. q nwdi « y.ufolge (Ifd f^r u •*« 0 
♦Ii-uiP-irli W’lrrti die AUMdrOeke(lil veil w uttub’li&ng®?* 

V^l ,i#em‘d4i$l Idflerndi^lgl M , § f». 
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Germgen also die zu u -- 0 gehorigon YWrlo x , 
y - Vo , * ” «*., V « To , ff *= ffo der Bedingung 

*(®b 7 2/<) 7 ”(l 7 To 7 (7(1) G 7 

so ist langs des ganzcn von dem Plachomdoinent 
(x 0 , y 0 , z 0 , p 0 , q 0 ) ausgehendcn charaktcriHtmehon BtreilVn.s 

Jf(®7 v, 2 7 p, q) -= <> • 

In den Gleicliungen dues eharakteiistisclien fchrdlVuH 
sind die znra Wert x — a ? 0 gehOrigen Werto ?/„, , r/„ , 

zwischen welchen die Gleichung ./'’(ar,,, , r„, />„, r/„) o 

besteht, als willkurlieho Konstante anzuschen. Domuneh 
sind drei willkurlieho Konutante vorhanden, ho dati die 
Gleichungen (17) cto s charaktcristischc Htroifen durst ellen. 
Im allgemeinen hiingen auch die Funktiimen y,, </„, «/,, 
von drei willkurlichen Konstanten al>, ho dull dwell die 
drei ersten Gleichungen (17) ou 3 ohara kteristiHche Kurven 
dargestellt werden und jedor charaktermlinehen Ktirve ein 
einziger charaktoristisehor Htreil'cn entspricht. 

§ 11 . Integration der partiellen Differentialgleickung 
erster Ordnung vermittels der Gharakterlstiken *). 

Die Gleichungen 

(18) / ~ f ’ To ^ f a ( v ) 7 z o / a O’) i 

l Po =" /4 («) t <Jo 

mit dem veramderlichen Parameter v stellon einen HtraiVn 
von Piachenelementen (x 0 , y 0 , z„, p „, q 0 ) dar, worm ver- 
mdge (18) 

dz 0 = p 0 dx a q {t dy H 

ist. Der Streifen miige iiberdies der Gleichung 
•P (®0 7 ?/o> «o 7 To, ffo) ’ - <> 

genugen. Jedes Fl&chenelemcnt (x, y, z, j> , q) der von 
dem Element (x 0 , y 0 , z 0 , , q 0 ) auHgehenden (’liurak- 

teristik (17) geniigt dann der Gleichung 

___ -^(®7 V, e, p, q) “ 0 . 

*) Iniegrationsmethode von Cauchy. 








§ II, Integration vormittol* dor (Jharakioriatikcn. |<) 
Dio Gleiehungen 

/>>.AW), 

U«) . 

1 Q '/;,(«» /’iW, ■ • /:,(*>)) 

ntellen eino Munnigfaltigkeit von klurhenelemenlen (x t 1/, 

c, t 1 /) dar, weleho Kftmflieh dor Uleiehung 
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gebildoten Dtdexmiimnien zwelten Grades mimleHtmt eino 
nialit identiaeh in u und v vermeil windoi. Auf Ornmi dor 
Difftuvidudojeiohungen (l hi ist 
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Die Gleiehungen (19) stellen also sicher dann o© 3 Flachon- 
elemenfe dar, wenn von den ans dem Schema 

<hk §fo_ &Po j 

' dv ’ dv ’ dv ’ dv ’ dv ’ | 

: Po. Qo j PoPo+So Qo . — (-^o+Po^o). — (^o+So^o) l 
gebildeten Determinanten zweiten Grades mindestens eine 
nicht identisch in v verschwindet, mit anderen Worten, 
wenn nicht samtliehe Gleichnngen 

dsQp d y q — dst Q _ dp ^ _ d , 

P o ~ Qo ~PoPo + %Qo Xo + Vo z o ~ ~~ I'o + So Z o 
bestehen, d. h. wenn die Gleichnngen (18) keine Charak- 
teristik der partiellen Differentialgleichnng (A) darstellen. 

Sind (18) die Gleichungen eines charakteristischen 
Streifens, so fallt die von einem Element (x 0 , y 0 , z 0 , p 0 . So) 
dieses Streifens ansgehende Charakteristik mit dem Strei- 
fen (18) zusammen, so dad die Gleichungen (19) nur oo 1 
Plachenelemente darstellen. 

Machen wir die Voraussetzung, dad der Ausdruck 

p dy 0 dx o 


fur die Werte (18) nicht identisch verschwindet*), so stellen 
die drei ersten Gleichungen (19) eine Flaehe dar. 1st der 
Ausdruck 


Po 


Po ? Qo 
Qo ~TZ = I dXo dyo 
dv ’ dv 

welcher den Wert der Punktionaldeterminante 


d% 

dv 


dx 

8y 


du 

dx 

dy 

57 ’ 

dv 


_.) Unter dieser Voraussetzung 1st die Existenz einer durcli 

q° r ^- V ’ Vo 7 f s = & gehenden Integral - 

flaehe in § 9 bewiesen. Ygl. die unten behandelten Fiillo, in 
dl l Se . Yo ™ u J 3set ™ n S nicht erfallt ist (Integralflaehe, 
welehe durch erne Integralkurve geht; Integralkonoid). 
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fiir « O darstellt, fur v \ von Null versehieden, so 
Iassen sich vennittela dor bidden omten Gleiehungen (19) 
it und v aln Funktionen von x , y dandelion, welohe. in 
der tlmgebung von x /\(\) , >/ i/ n - (a) reguliir 

sind*). Setzt man diese Funktionen in die dritte Glei- 
ehung (19) ein, so erhiUt man die Gleielmng 

- <I’(x,y), 

wo </>(«, 1/) eine in <ler I’mgebung von x , y y a 
regulslre Fuuktion durstellt. 

DaO ulle duroh die Gleiehungen (19) (largest,ellten 
Flitehenolemento (.r, y , z, p , q) die Gleiolmng (A) er- 
ftlllen, «teht bereits fest; wir zeigen, dafl auf Grund der 
Gleiehungen (19) die Oleiehung 

dz pdx I qdy 

besteht, wele.he in die bidden Gleiehungen 


St 



** 

Z **- V 

, -1 

* q 


( u 



i-u 

t 2 

( X , 


< f! 

,r P 

( V 

H 

(T 


zerfallt. 

Noluneu wir dieseu Nuehweis oinstweilen ala gefuhrt 
an, ho liegen folgende Mdglielikeiten vor. 

Wenn die dureli die Gleiehungen (19) dargeatidlten 
Fliteheneleinente (jr, y , g , p , q) einer Fliiehc s 'l>(x , i/i 
angehdreu, so ist 

(3 t’g 

'• f . ■ 'i"», • 

und <*8 besteht die Glele.hung 

4 r *»*"■ 

d. h. die Fiikdie z — d»[x , y) ist eine Integrnlfhiehe von (A). 

Rntstehen dureh Kliinination von u, r huh den drwi 
eraten Gleiehungen (lit) zwri Gleiehungen zwischen x, y f x, 

•) Die Funktionen x , y v<»n h , »■ nehnsen fiir » ^ 0 die Worto 
/■,(»), /,(r), idiw fftr « 0. v \ die Worio /',(<') an* 

4* 
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welclie eine Kurve 0 darstellen, so werden (lurch die 
samtlichen Gleiehungen (19) immer nocli oj 2 Plachen- 
elemente (x, y, a, p, q) dargestellt; die Gleiohung 

da = pdx + qdy 

sagt avis, daB die Ebene 

= .'/) 

die Tangente der Kurve G enthiilt, so daB jedes dureh 
(19) dargestellte Element aus einom Punkt der Kurve V 
und einer durch die Tangente der Kurve in diosem Punkt 
gehenden Ebene besteht. 

Ergeben sich aus den drei ersten Gleiehungen (l!l) 
drei Relationen zwischen x, y, a, so haben wir konst ante 
Werte 

x = x (t , y *= y n , ~ , 

so daB die Relation 


da p dx q dy 

durcb alle Werte von p , q erfiillt ist. Die durch die 
Gleiehungen (19) dargestellten oo a Elemente bestehen aus 
dem Punkt (* 0 , y 0 , z 0 ) und einer beliebigen dureh ihn 
gehenden Ebene. 

Wir verstehon mit Lie unter einem Integral der 
partiellen Differentialglei chung (A) jede zwoifarln- 
Man nigfaltigkeit von Eliichenclementen (,r, y , 
p, q ), welche der Gleichung (A) und der Relation 

da — p dx \ qdy 

genugen. Durch diesc Verallgomeinerung dm Integral- 
begriffs werden die zuletzt erwahnten AuHnalmiefalle in 
die Theorie einbezogen *). 

Der versprochene Nachweis kann folge.ndermaBen ge- 
fukrt werden. Da die Gleiehungen (19), worm man v ids 


*) Wir werden. uns allordings ktlnftig winder auf Integral- 
ll&chen beschrSnkon, indom wir in betreff der Liem-hm AuffuHmtng 
der Integration der partiellen Different ialgleie.hu ngeu ri-Hter Ord¬ 
nung mit zwei unabhftngigen Veriinderlichen auf dm drittm Ah- 
sehnitt des Werkes verweison: Lie-Keheff'r >•«, (irometnV drt 
Bertthrungstransformatiouen, Leipzig 180ft. 
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kotmtani annioht, eine (OmrakiorLstik dandelion, .so ink 
ruieh ( 15 ) 


also 

( 20 ) 


< .r r * < h 

V u < u 


V » ( f “ V l* i n Q > 


< Z < a* . < H 

P \ <1 ' 

( u < u ( a 


I’m naHizuweisen, dafi tilt* Cddehmi^en (110 ein Integral 
dor jmrtiellen IHfforentinlgleichung (A) dandelion, hnlirn 
wtr nur noch m zcigon, dull 
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( 21 ) 

1st oder diiQ dor Ausdruok 
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Die Differentiation der Gleichung F(x ,?/,*, V , q) - 0 
nacb v ergibt 


T dx + T-1 + P^- + Q d<l 
X £v + dv b 8v dv 


-z ( l z 

W 


also ist 

Oder 


57 

8u 


~Z 


oz 


dv 


(IV 

8u 


dx 

p 

dv 


~ZV. 


„, <V\ 

q dv) 


Integriert man bei konstantem v nach u , so crhalfc man 


’ wenn 


V-V 0 e 


H 

fZilu 
0 




V - 

0 ~ dv 


— Vo 


dx n 

dv 


- Qa 


dy n 

dv 


den zu u = 0 gehorigen Wert von V darstellt. Da dor 
Streifen (18) die Bedingung F 0 0 erfullt, so ist iiuoh 
V — 0, w. z. b. w. 

Wir haben demnach den Satz: 

Es sei ein Streifen 


x o = A(0 > 2/o = A(0> «'o“’/sW> Po^t'Av ), q 0 ‘ 

gegeben, welcher nicht nur die Bedingung 

dz ( | — p,i -| (/(, 


erfullt, sondern aneb der Gleioliung 
F{x 0 , y 0 , , p 0 , g„) =- 0 

geniigt, aber kein cbaraktoristischor Streifen von 
(A) ist. Dann bilden die von don Eliiehenolemen • 
ten (a; 0 , g 0 ) des Streifens ausgchondon Charak ■ 

teristiken ein Integral der partiellon Differential- 
gleichung (A) mit don Gleicbungon 

®“9>i(«»/i(®)» A (<’)), 

?l -■- (PibhfM, •••» A(0) . 

2 = < 7 ’ 8 (m,/i(0 , A( 0 ) , 

f = (m,/‘,( 0, ■ ■ A(r)) , 

g - <p : ,(u, l\(v), .... A(O) - 








§ 11. Integration virmittels der Ulmi’iikteriidiken. 


Domnaeh ist (lit* Integration dor partiellen Differential- 
gloiehung orator Ordnung( A) aufdio Integration des Systems 
gewflhnlieher Differentialgloiohungon (In) oiler (1(!) znriiek- 
gefflhrt. 

Wir kdnnen nun nuch die IntegralfUie.ho be- 
h timmon, weleho dnrch eine gegebone Kurvo geht. 

Dio (Heiehungon der Kurvo Helen 

(--> •'» AV) » /»(») i t'Ar) ; 

unter / M /' a , f tl huh! unulytisclu* Kunktiouen von r vi«r* 
Htandon, wddto nidi in dor Umgdbung \on r \ regular 
vorhalton, Auh dint OlddntngHt 

ft » //»» t *tt 1 /'«» »/..) ( >, 

(23) | dz„ d* ti di/„ 

do P " dv 1 V " dr 


bemdtnen Hich die in der Umgobung von r \ regubiren 
l''unktionen 

it, /it* 1 ). </„ /',(*'). 

voraungond /.F daB nidi fur r \ aus don Ulddnmgvn (ill!) 
Worto /> u /’, (\), </,, /’, ( \) orgduui, fur wddte dio 

Ddrnninant »* 


von Null vowhivdon iHt Wir luibvu so la u^h dor Kurvo {22) 

don dor lilddmng 

ft'tA* ♦ //« , Ai i Pu » ft, I t! 

gomigombn Strdfon 

***» / l Id * /A, /|d » •*!! / j b’ It / 4 (d * fit 

t>in von di‘fi Elrfttrtrf on ditws BfrdfoiiH tm^gdtHidrtt 

dtamkf«Tdf indtatt Knrvcut hildun din gwmdtti* Intogrtd* 
dados drrrit Utddmng win of nut uufgoddli win!. 

Liogt din gogdumo Kurvo 

^ 'd I J it %> ji y *u f ’ (//(l I * 

wo i u nno Koudiittlo ittul iy i##„) dnv in dvr Uttigtditiitg 

vim |/ l4 • rogiliiro Funk lion durntdlt, in ditnr ittr y 


I Vgl *lir» Fiifiiiitlr i4ijI 8. 
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Ebene parallelen Ebene, so ist v dutch y 0 zu orsotzen; 
die zweite Gleichung (23) ergibt 

(25) 2o = ( P'('!/o) > 

und p 0 wird, wenn P 0 von Null versehieden ist, (lurch 
die Gleichung 

(26) o. Vo » v(Ho) » Vo » 9"'foo)) ^ 0 

als Funktion you y 0 bestimmt. Die Gleichungen 

1 x = rp x (u, £ 0 , y 0 > yW * ?'»' 7 >/ (.'/o)) i 

y = cp i {u, .. 9 1 '(.'/«)) ’ 

2 = <P s (m,.> <p'(yo)) 

mit den unabh&ngigen Ver&nderlichen u und y Q stollen 
die durch die Kurve (24) gehendo Integral flfieho dor. 
Ftir u = 0, y 0 — ist 


ox Py 


du ’ 

Oil 

1 i f 0 , Vo 

dx 

8y 

"1o, 1 

dyo ’ S Vo 



der Yoraussetzung nacb you Null verachieden. Die beiden 
ersten Gleichungen (27) ergeben also u und y Q als Funk- 
tionen von x und y , wclche in der Umgebung von 
x = f 0 , y — Vo regular sind, und durch Einsetzen dieser 
Ausdrucke in die dritte Gleichung (27) erhait man z als 
Funktion von x, y, wclche Rich bei x «■ £ () , y //„ 
regular verhait*). 

Sind in den Gleichungen (18) x„, j/ 0 , z„ von v un- 
abhangig, so ist die Gleichung 

dfz 0 = p 0 dx u + q 0 dy n 

von selbst erfullt. Wir haben in dem gegebenen Punkt 
( x o > Vo > z o) 001 Fiachcnelemento (® 0 , y 0 , z 0 , p 0 , ^ 0 ), welche 
der Gleichung 

JPK > ?/o, «o. 2>o, (Jo) - o 


*) Die Existenz einer (lurch cine ffoKohc^n Kurve gohumiou 
IntegralMche der particllcn IHflmmtiiilgkddmng (A) ini im gogon 
w&rtigen Paragraphon imnbhfingig von § 8 und § 9 von notion* 
bewiesen. 
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genii gen und einon Element arkogol beatinnnon. Dio bia- 
horigen Betraehtungen bloibon im wesentlichcn bostehen. 
Dio von don gonunnton *x.‘ Fluohenolomenten auRgehondon 
(Iharnkt crist ikon bildon oin Integral dor partiellen Diffe- 
rontiftlgloiolmng (A) and zwur im allgemoinon cine Integral- 
flitehe, dan „lntegralkonoid“ mi), tier Spitzo (,r 0 , t/ (l , s?„). 

Wir lieben noeh folgemle FigonRoliaffen der (Jharak- 
tdristiken der partiellen Differentialgleiebung (A) hervor. 

dodo I ntegrulflaelio mit, dem niolit. Hingulfiron 
Fla ehen element. (.r„ , i/„ , , />„ , (/„) enthiilt die von 

dioHom Fliiohou element auHgehende Charakte- 
riatik. 

Dio Infegrnlflaehe 

■J '/‘(•r. y) 

wirtl von der Kbone x x„ in tier Kurve 

x .»•„ , z 0(x „, y) 

giwhnit tern. Von denjenigen Elementon dor flichu 
x \j) , welelie dvn Punkton dicker Kurvo sugeMren 
| und worunter sirh atu-h tins Flarhenelement f.r u , „.. f q n ) 
beflndelj* eebon x 1 <'Iiarakteristiken nun, weleho vine 
I ill egralflarhe bilden und 7,\sni\ da duieh die Kurve nnr 
eine luf egralflarhe «;rht, genuu din Pluelio «: f i/}, 

!>iese Flaelie entlmlt din von dem Element Ix ss t . . ,, q iS ) 
nusgehende ( 'lmrukterintlk. 

Dio Kurve 

fiH) X ■ ? * V {//) 

berfllirt dm Plueheneloiuout (j' u f i/ (l t , |# w f qj , wetm qdtf) 
eine brliebige iiuulytiacho Punktion von it Ini, welehe die 

ilwlifigiingnii 

V *m y V (//»!I ” 

rrfilllt, I)ie tlurrfi din Kurve c*H) beatimmto Integral 
flfteho s - , i/) i*nttiiiIt die ClmrsiktHlntik* welehe von 

deiu Element ij\ if , . ., qj liii^gidit, I Ho Kooffigienteu dor 

Potriirrrihr v f i/i kdmien wtllktirltrli gewittli wmlni, wetm 
iitir die Itnliiigiiiipii fur die Konvergen& erftlllf. wind. 

Eft gilt uImi der Hal/: 

hii ngH oilier gegebeiieit t*harakterintik beriilireti 

h 1 1 * It iineiiiilirti viol r I ii t egr ill fill eh oti, wtilcbt von 
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unendlich vielen willkurlichen Konstanfcen ab- 
bangen. 

Ein cbarakteristiscber Streifen war in § 10 eingefuhrt 
als ein Streifen, welcber die Gleicbung 

dx __ dy 

befriedigt und einer Integralflacbe angebort, die sicb in 
der ISTabe der Pnnkte des Streifens regular ver- 
bait. LaBt man die letzte Bedingung fallen, so bleiben 
nur die Gleicbungen 

( dx dy_ 

(29) p" T ’ 

dz = p dx + , 

. F(oc, y, z, p , q) = 0 

besteben. Im allgemeinen erbalt man durcb Elimination 
Ton p und q aus diesen drei Gleicbungen eine Differential- 
gleicbung von der Form 

( 30 ) *(•-».*! -£)-°- 

Jede dieser Gleiehung geniigende Kurve, welche keine 
charakteristisehe Kurve ist, wird eine Integralkurve 
der Differentialgleichung (A) genannt. Naehdem fur y 
eine beliebige Funktion von x gesetzt ist, hat man zur 
Bestimmung von a als Funktion von x eine Differential- 
gleichung erster Ordnung. 

Jedem Punkt (x , y , z) einer (nicht charakteristischen) 
Integralkurve wird ein den Gleiehungen (8) genugendes 
Wertepaar p , q zugeordnet. Von jedem Element (x, y, 
* > P i 2) des so erhaltenen Streifens geht eine charakte- 
ristische Kurve aus; diese charakteristischen Kurven bilden 
eine Integralflache der partiellen Differentialgleichung. Fur 
die Integralkurve und fur die charakteristische Kurvo, 
welche das Flachenelement (x , y , z , p , gemeinsam 
haben, gelten die Gleiehungen 

dx dy 

-T = -q> 


dz = pdx+ qdy ; 






| II. Integration vnrmittnta ih*r ( ’htraktoristikon. 


f)5* 

fflr cite bcidcn Knrven Htimmen also im Punkt (x 9 y, z) 
die Werie dx : dy : dz iibcrein. Die Integralkurvo wird 
algo von Hiimt lichen charakt eristisehon Kurven, 
welch o die dureh Hie hindnrehgehende Integral- 
fltiehe bilden, beruhrt. Die Integralkurvo, welehe lner- 
naeh iiLh Hiiekkehrkanto einer Integralfliiehe erscheint, mi 
mm Hinguliire Liuie dieaer Fliiehe* 

ALh Bciapie! ftir die (binchyache Integrations* 
metliode diem* die Differeiitialgleielnutg 

t\) pq xy if. 

Die Differentialgkdehungen der (Uiuraktemtiken hind naeh 
(16) 



dx 

dy dz 

dp dq 
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p tpq 

y x 

o<lt*r mit 

Rflcksieht auf (a) 


Auh 

p dx 

' qdy - | dz 

xdp - y dq 


dp 

dx dq 

dy 

foltft. 
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% q 
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Mi 
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**' </ 
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Pu 

j'u ’ % 

y« 

wo die IidegnitionskoUHtuntcn die 

Bedinguug 



Pn y« - y« 


rrfilllwi. 

Welter ini 


oiler 

dz 

2 pdf 2qdjt 

(»i«T 

d: 

- / # *» , 

jr da 

** tt 

H <1 if 

!h> 

01 

* *$» 

p ; m •'.1 

(,'/* U, 

!h< 


Die Clleirlituigen t/l| mid (y) utellni dienmmkteriHtiken dar. 
Uiii die Iiitegnilflftelie m bontiimnen, welelte dureh 

til# gegebi lie Kurvo 


komi n : t> •/' (14) 
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geht, setzen wir in den Charakteristikengleichungen (/) 
nach (25) nnd (26) 

,, x ?o2/o . 

% = <P (Vo) ) Po ~ - -~ 


?o 


wir erhalten so die Gleichungen 


<p'(yo) 


<p(y o) 


Vo 


<P'(2/o) 

aus welchen y 0 zn eliminieren ist*). 


(a ,2_^) = ^0)( 3/2 _ 2/ 2) j 


2/o 


§ 12. Die lineare partlelle Differentialgleiclrang 
erster Ordnung. 

Wir wenden die bisherigen Betrachtungen auf die 
lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

(31) f(®, y > z)p + y(x, y > «)<? = r(*> y, «) 

an, wo f, y, f analytisclie Funktionen von x,y,z sind**). 
Setzt man 

F(x, y, z,p, q) = kp + yq - C , 
so ist 27 , 

Die in § 10 aufgestellten Differentialgleichungen der Cha- 
rakteristiken vereinfaehen sich hier. Fur die Elemente 
einer Charakteristik, welcbe der Differentialgleichung ge- 

nugen, ist „ , „ „ . , 

pP + qQ =p£ + qv = ? ■ 

Die drei ersten Differentialgleicliungen (15) schreiben sich 
jetzt 


(32) 


dx 

du 

dy 

du 

dz 

du 


= i(x,y,z), 

= »?(«, y, «) , 

= C{x,y,z) 


*) Die Cauchysche Integrationsmethode labt sich ohne neue 
Schwierigkeiten fiir eine partielle Differentialgleichung erster Ord¬ 
nung mit beliebig vielen unabMngigen Yeranderlichen darstellen. 

^ **) Ygl. die Behandlung der linearen partiellen Differential¬ 
gleichung erster Ordnung mit n unabhangigen Yeranderlichen in § 4, 


§ 12. Dio 1 in win* DiflVtvntialidoichunK nrntnr Onlnnn^ i\ 1 


(hr 

H-r, y, S) 


dif 
i t (x, a, 


dz 

H-C, !< , s) 


hu' kthiiH'ti, (la nio von /> , </ miahliiinj'ij' Hind, oh no Buclc- 
sicht. auf din boidon ldzlcn 1 dffiuvntinlfdfichuntfon (1 Dj 
int^riort werdcn. Iwfc ;r ,r„, if </„, z z t> cin Wort- 
Hyntoin, fur wolohw dit> tlrei Kunktionon ;, >/, C niclit 
Hiimflich vcrsdiwindcn und in deaxen rnt^chunji nio nich 
reguliir vorhalton, ho ixl eim* und ntir vino aualytiHohc 
Lohuuk 

1 a- '/, (w. a',,,//,,, r„) , 


PH 


}t V » » **» > J/(i > *it) > 


* = ■ V .•)(«» r<>, Hi ,. 


dor DiffmmfialgUdidmngon (32) vorlmndon, widrln 1 din 
Bodingtmg orffllit: 

« ;*» i */ //«• > * - ^ fiir u 0 . 

Mil. andoron Worton, dinvh don nirht singttlaivn Punkt 
(j), f t/ u t r 0 ) a*‘ld aim* und nnr oino nlmraktoristisrho 
Kurvn fill} dor 1 HHVivnfiakdnirlmnv: (3Jj. hu man dit* 

/ii x ,r u ‘ndiurimm Wort** >/,< und : tl ah willkthlmho Kon- 

• fautn unschnn kunn* ho Hind v ; * rhaniktnrisfischn Kurvnu 

voi lumdtui. 

Jndnr rhurnktoriMtinrhon Ktirvn HttHfirwhon joUt x* 
rluiruktnmtiHtdiiH Htmfon, dimn din Imidoit lidxfnii IHffo* 
roiitiiilglrirlmiignii ( 13} nohmon, womi man fir /, y f * din 

AuHiiriU’kn fit it mil font on Worton von x () , y„» i (l Hnmd/.t, 

flit* Form an: 


d p d q 

da ihUi ' p% ^ ' du P ' H) ; 


inf rgri«*i1 man nio mif d* r Mniiaaho, dull fur ii n p p it , 
*/ */„ nnili ho 11 * wiilimid inrlirn |i y and r/ M dto Bf/.udnmg 

ik*. »/,. * kfkt I V k, , y ( ,, s lt ) c/„ Ck.» i/ <( * 


ln*nf4*lit » ho i-rlmll mint p , q ah Fniiktiomm von u inii 

idliir millknrlif’lifii KoiiHliiiitim. 

Utifrlt l ino linrvi% widrln* iiirlif m dt*n rliiiniktoriili- 
Hi’lii'ii iididrt, inf win in | 11 i*in dor I Hffonmtinlgloirhmig 
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genugender Streifen von Flachenelementen bcatimmt. Die 
Integralflache. welche die von den Elementen dos Stroifens 
ausgehenden Oharakteristiken bilden, ist hier nichts anderea 
als die Flache, welche aus den von den Punkten der ge- 
gebenen Knrve ausgehenden charakteristischen Kurven 
besteht. Es gilt also der Satz: 

Die charakteristischen Kurven, welche von den Punkten 
einer beliebigen nicht charakteristischen Kurve ausgchen, 
bilden eine Integralflache der linearen partiellen Differon- 
tialgleichung (31). 

Die durch die Kurve 

*o = fi( v ) i 2/o = fa (») , ”* !\ («) 

bestimmte Integralflache wird, naohdem die Differential- 
gleichnngen (32) der Oliarakteristiken in der Form (34) 
integriert sind, durch die Gleichungen dargeatellt: 

® = 9h(“> /», f t (v), f a (v)) , 
y = <p a (u, f\(v), f\(v)) , 

*“%(**» f'M » f»(p)t f*(f>)) • 

Sind die charakteristischen Knrven durch die Gleichungen 

,y,*) = G 1 , F t (x, y, z) -■» 0, 

mit den willktirlichen Konstanten G lt O t dargeatellt, so 
stellt die Gleichung 

y,«), y, ~)) - 0 

mit der willkiirlichen Funktion <I> eine aus oo 1 eharakto- 
ristischen Kurven bestehendo-Fliiche, d. h. eine Integral¬ 
flache der Differentialgleichung (31) dar. Dieso Fliche 
geht durch die gegebene Kurve 

x = fM , V , 2 «= ft(v ), 

wenn man die Funktion <1> so bestimmt, dafi die pleichung 

identisch in v erfiillt ist. 

An die Stelle des Integralkonoids mit der Hpitze 
( x cn Vo > «o) tritt hier die zweifache Mannigfaltigkeit von 
Fl&chenelementen, welche aus den rx.- 1 Punkten der von 










§ 12- I>i*‘ linear** IlifliToutinltfloiobuntf orator Ordnunjy. 


(jr cM y (M z {) ) auHgohondon (diaraktomtiHclion Kurvo und don 
'v 2 VAxmen bo.stohU wolo.ho dioso Kurvo boruhron. 

Boinpiol 1. Dio Differentialgloiohung dor ZyHnder- 

fl&chcn. 

Dio Oharukf ori.xtikon der Hnoaron partiollen Differen- 
tiailgloiehung 

a p j b q 1 

ergobon mob dutch Integration dor I>ifft k rt*nliatgleiolmngen 
ds dp dz 

<t h 1 

in dor Karin 

s az C, f // bz (\ ; 

m Hind parabola gerada Union t doron IticlitungakosimiH 
»leh wia a:b : 1 vorhalten. Jede huh fxd Hololum Goradon 
boHtoliomlo Zylimiorfliioho afollt eino IntegraUHiehe dar; 
ihre Gloiehung i«t 

<i>(s a z , i/ bz) 0 f 

wo *t> eine willkurlieho Funk!ion durst ell t. 

lleis pi el *\ Die DiftVivntialgleiehung dor Kegel- 

flaohon 

p(r a} - pip b) - r r 
hat dio uun don IHfforontialgloiohungon 
dr dp ds 

x a ij b z c 

nt bestimmenden Hiarakteristiken 
« ,, H h 

i v 1 ’ s r ' 

dm wind gorwdo Union dutch don Pnnkt (a , h , c). Das 
allgemeine Integral 

M' 

v 2 C Z 0 / 

h twill «"ini* Ki'p-lfliU-hi* mil d«*m HclH'itcl (<i, l >, r) dar. 

Ili'iapii'l Din DifferentlalgUdidiung dar Hota- 
t ionKfiliclu't). 
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Die Differentialgleichung 

py — q.x = Q 

hat als charakteristische Kurven die aus den Different ial- 
gleichungen 

dx _ dy dz 
y x O 

sich ergebenden oo 2 Kreise 

+ y- Cj, 2: =■■ c a , 

deren Ebenen der a;y-Ebene parallel aind und derail .Mittel- 
punkte auf der z-Achse liegen. Das allgemeino Integral 

#(®* + S 8 . r) = 0 

stellt die Rotationsfl&chen dar, deren ItotationsacliHe die 
2 ~Achse ist. 

§ 13. Der Ort der Hilckkelirpmikte der 
charakteristischen Kurven *). 

Bisher waren die (nur ausnahmsweise vorhsmdonen) 
singul&ren Integrate der partiellen Differentialgleichung 

(A) F(x, y, z, p, q) «■ 0 

ausgeschlossen, d. h. dicjenigon Integral?, welelic die Glei- 
chungen 

J? — 0 , P —- 0 , Q 0, -V| pZ (), Y\qZ u 

befriedigen. 

Indem man p und q aus den Gleio.liungen 


(35) P-O, P 0, Q (i 
ehminiert, orli&lt man die Gleie.lmng 

(36) £(*,»,*) -0, 


welche nur ausnalimswcLse cine IntegralfllicJie von (A) dur- 
stellt; im aUgemeincn bildet die Fl&cho (3(>), wic wir xeigen 
werden, den Ort der Kuckkehrpunkte der ehuraktcmti 
seken Kurven. 


*) Zu § 13 und § 14 vgl. Darboux, Memoirs but Im w>IuU«mh 
smguli&res des Equations aux ddrivdoa partieileH <iu premier oniro 
(M<5m. des savants strangers, Bd. 27). 







§ 1,1. Pur Ort der Rttekkohrpunkte uhw. 


«r> 

Es sei 

0 - q, , ?/ - j/o , % ^ *<> , P^Pof S ^ ft 

ein den drei Gleiehungen (35) geniigandes FHkdienelemant, 

also 

0 ^ <r 0 , ?/ - ?/<> , - - -o 

ein Punkt* der Flilehe (35). Dureh eine KoordinatentranH- 
formation set dinner Punkt in dim Anfungspunkfc unci janes 
Flaehenelement in die try Phene veriest; wir kftnnen also 
vmraussetfcen, daft die drei Gleiehungen (35) dan Flaehen- 

element 

x 0 , y 0 , ^ 0 , p - 0 , y 0 

gemein haben. Die Funktion P sei in der Umgebung 
dinner Werte regulilr t so daB sie sieh in eine Potenmdhe 
von x, i/, z } />, q entwiekeln 1ft Bt, in weldier dim konstante* 
Oiled und, da ftir die Nullwerte der Argumente P * 0 ? 
Q — 0 ist, aueh die Koeffizienten von p unci q veraeliwinden. 
Man hut also 

J F ax ; h ij i vz i p(u \r j h\if 1 v:} 1 \ IF'y j a**z) 

\ I 3 P* I Ppq I H f <f f q(x^y,z) | ...» 

wo q (x , ;/» z) elite gauze hmnogene Fimktion zweitan 
Orades von x * y f z ist urul die weggelassenen Glieder 
minded eus vott der dritten Dim elision in bezug auf ^ f g, 
z , p » (f Hind. Gann 1st 

V u\r j l/y j c*z j A p j Hq ! . *. » 

Q a"x i h"y j c”z j Up | C q \ . 

,1 a j a p i a”q j ' V \ ...» 

i x 

Y h | l>'i> 1 b"q i ' J | .... 

z <* 1 a,, i v"q | V T i . . . . 

I s 




b 
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Die Differentialgleiclinngen (15) der Charakterialiken slnd, 
wenn wir recbts jedesiual die Gliedcr niodrigstor Dimension 
ansehreiben: 


(38) 


dx 

du 

Ay 

du 

dz 

du 

dp 

du 

dq 

du 


= a'x + b'y + c f z H A p | l> q ! .... 

^a"% + b"y + c"z |- Bp 4 0 q ! 

= j)(a'x + b'y -f e'ts) ■ |* q{a"jr | b f * y ; <*".:) 
+ Ap* + 2Iipq + Cq* [ 

- -« + . .., 
b - I .... 


* 

Um die von dom FI&chen element x 0, y 0, s n, 
p = 0, g = 0 auHgchondo Charakteristik zu findon, ini»>- 
grieren wir die Differentialgleichungcn (ilH) unter dur Vor- 
aussetzung, daB a, y , z, p, q tUx u Q verschwindtm. 
Dann ergeben sich 00 , y , z, p , q als Potenzreihen vou «, 
die wir naeh dem Maclaurinschen Satze boroehnen. Zu- 
niichst iat*) 


ferner 




0 , 


b » 


(A a ! H /<) , 
(lia !■ Cb) , 



0 ; 


*) Unter wird dor Wort dor Funktion >,'!*») fill u 1) 
vorstandon. 
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§ 14. Eigorme.haften dos singulilren Integrals. 


also liat man 


(39') 

and 

(39") 


i *' 

V " 


| p - ~au 

\ q ~ --b u ~\- ... 

| (yl a B 6) w* ~}~ 
—. »l(Ba+Cl>)u* + 


? 

J 


die 1 Eirmetzung dither Rollion in die, ftritte Dif£erentiiil- 
gUdchung (38) Oder 

dz > dx ^ dif 
du ^ du ^ du 

ergibt, 

d * - {A a*-\-2Bab -1- Cb 2 )« s -1 ■ ..., 
dn 

uiul dariwis folgt 

(39"') ; i(/U* | 2 /lab I (I b") « !1 I .... 

hit A a | /> b von Null vorsohioden, so orlu'llt man 
(lurch Elimination von u zwoi (lleiehutigon von dor Form 

f KM // \ .r I , z fix? 1 ... 

:il< (Jleiohungen derjenigon eharaktoristischon Kurve, welche 
die. .r;/-Ebcne im Anfungapunkt x y z 0 beruhrt. 
Ida Form dor (lloiohungen (40) zeigfc aber, daB der An- 
fungspunlU oin Uuokkehrpunkt dieser Kurve ist. 

1 Hermit, ist. dor Satis bewiosen: 

Dio duroli Elimination von p nnd q aus den 
droi (lloiohungen /<’ o, P 0, Q 0 on tstehend t* 
t!loiHniu.tr l?{.r,y, :) u stellt im allgemeinen den 
ni l dor Hiiekkohrpunk to dor oharakt oristischen 
K orvou d(‘r parti HI on Difl'orentialgloic.hung(A)dar. 

; I I. Kigonschuften ties singulilren Integrals. 

Wir nehmon joint an, die partiolle DiihTontial- 
gituchimg (A | haho oiuo singulsi.ro Lftsung 

(tl) ~ '/'(•*■,//1, 

b* 
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welche nicht auch der Gleichung 


geniigt. Wir suchen diejenigen charakteristischen Kurven, 
welche die Flaehe 2 = y ) in einem gogebenen Punkte 

beriihren. 

Durcli die Transformation 

z — <P(x, y) -f- s' 

wird das singulare Integral s-= </>(x, y) in cin Hinguliiros 
Integral = 0 der transformierten Differentialgleiehung 
iibergefukrt. Wir konnen demnaeh annehmen, die Diffe- 
rentialgleichung (A) besitze die singul&re Lfisung 


wir fragen nach den charakteristischen Kurven, welche 
die Ebene z = 0 im Punkte x~ir t ,, y -y», s 0 be- 
riihren, Oder nacb den Charakteristiken, welche von dem 
Element 

x = x 0 , y = y 0 , g =» 0 , p - 0 , q 0 

ansgehen. Wenn fur dieses Element Z von Hull ver- 
schieden ist, l&Bt sich die Gleichung (A) auf die Form 

(42) ?'(*» V,f, q) 

bringen, wo 95 in der Umgebnng von x - w 0 , y y 0 , 
p — 0, g = 0 regular ist. Fur jedes Element der Miugu- 
laren Integralflaclie, d. h. fur 

«=*(), p ~ 0 , q 0 

sind die drei Gleichungen 

jp *=•■ 0 , r --a, q 0 

oder 

z - p(®, y , p , q), l <f p - 0, - 0 

gleichzeitig erfullt; daher fehlen in w, , <1<(> die von 

dp t)q 

V i freicn Glieder, so dafi in <p Gliodor, welche in p 






§ 14 . Ei^nBchaften don singulilren Tnb*gndy. 


(5fl 


und q von geringerem ala deni zwoiton Grad aind, nieht 
vorkomxmm konncn. Wir Bchreiben 

( 43 ) ?» * l A /)=»•! Jtpq+ 1 Cq^\- 

wo die woggolaHHonen Glioder in bozug auf 


x* 




// */<», /> ? 7 nnndoHtons vom dritton Grad, in bezug auf 

p , 7 inindeHtens vom zwoiton Grad Hind, Dio Differential- 
gleiehungen dor ('haraktoriHlikon Hehreibon nieh bier, waim 
man iri den Kormeln (15) 

i ^ 

au ^ 


neizt: 


(44) 


d.« 

1 dt 

Bp 

^Ap-\ Hq 1 ..., 

. &y 

* di 

Bq> 

4 a 7 

- Up f ()q f .. •, 

, <ip 

1 dt 

/> 

<v 

t 

7 

< rr 

1 

• // 


reehis aim! die weggoi;msenen Glioder in bezug auf die 
\ ier Veninderliohen j\ // f /> , q mindostouH vom zweiten 
Grad, in bezug auf p , 7 ullein in don beiden erafon 
Gleiehungen ridmieHteim vom ernien Grad, in den bidden 
letzten mindeatenn vom zweiten Grad. 

Hetzt man 

v tp't n 

ho geheu diene Diffmmtmlgloiehungen fiber in 

djr 


(4ft) 


dt 

dp 

dt 

v 

dt 

O' 


,1 /»' 

/*;#' 


/# 1 


<V 


» * f 
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wo die rechlen Seiten Potenzreihen von t, x, y, p\ 
sind. Sind die Werte a, ft, welche p', q tur t 0 ^ 
nehmen, beliebig vorgesclirieben, so crgcbcn Bieh x,y,p 
als Potenzreihen von t. Insbesondero 1st * 


(460 

ferner isfc 
(46") 

Aus 


x~Xo + (A«+Bp)t-\- 

V — Vo + ft a 0 ft) t ; 

( P ** Oil -, 

l + 


dss dx dy 
lt~*dt 4 Ut 


(A oi*-[■'Mt k [I-r Op^t : 


folgt 

(46 w ) * =- (| A a- + B ft ft + i Cp*) P -f• • ■ • • 

J)a die Differontialgleicliungon (4f>) ungoiinderb bleib^ 

i/ 

.9 

h 


wenn man t durch lit nnd gleichzeitig p\ q' dureh 


a 


?, 


ersetzt, so kdnnen auoh die Konstanten a, ft durch ^ 

ersetzt werden, obne daB die Gleiobungen (46) cine and^j. 
Charakteristik darstellen. Wir haben demnach «o‘ (v 0 ; 

dor Konstanten •“ abh&ngige) charakteriRtwehe Kurvet; 

welche die singuldro Integral fliicho z 0 ini Punkt s-=a? 0 

y — y 0 , s ~ 0 beriihren. 

Sind x {t , I/,, die Koordinaten eines btsliobigen Punkte 
der Macho s ----- 0, so stellen <lie Gleiehungen (46) Cha 
rakteristiken dar; es fragt sich, wio wirdiiwelbon zitHammen 
fassen musaen, um eino Integrulfliiehe dor partiellen Diffe 
rentialgleichung zu erhalten. 

Setzt man 

„ 8 s ox <if 

V '“ i)v~ p I'c ~ q Hv ’ 

wo v einen Parameter darstollt, von welehem die Grdfiei 
as 0 , y 0 , oi : ft abh&ngen, so ergibt sich win in 111 (S. 53 

8V ,8V 

1 F ) 


du 


t ?.Y 

1 dt 
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da, worm die partiello T>iffpmitialjrleidmnjj[ auf die Form 

P </ (.r , if , i >, q) z 0 

P<*l>mchl wird, Z I ist. Man lmt also 

V rt , 

wo <■ Wort von 

/r ' I‘ ' ' r j ' V < P < >l < <i 

< t < » < t < p < t o r (t i r < t 

fur t 0 darstolll. V vorscdiwindol claim and nur d.um, 
worm (> 0 ist. Dan Voraohwindon von V ini ahc*r dio 

Bodingung da fur, da§ din nmrakfvriHtikwi (Id), in welchon 
#«» !ht gegobeno Kunktiontm von t> Hind, oino Into- 
gralfliioho durntollem 


Nun inf, 

fiir / 

0 




* X 

,■< ■'' i 

n in 

o#/ 

it 

/•’ \ I c fl , 


* <i , 

*hr (Lr ti 

t r *f r 


( // 

• r 

dij u 

dr ’ 

7 p 

/ n , 
or 

t. , 
t r 



IHi* (Uoiohungon i4lF) and (•!(>'") Htollon a Inn oino Integral 

fliielio dar, \vumi *r u f //„. \:/f Punkfioncirt von v aind, 
woloho din llrdingang 


orfullon. 

Hind j - ti , i/ fl kmmt ant f 
ffillt; din ClmruktnriMikon, 

fliidio s O ini FiiiiU x 
liildiai vino IttfopidCbtolto. 

Ini in dor Mnguluron 

lyllscilio K tirvo 


mi int dio Bndinguug (17) or 
woloho dio Mtngtikiro lotogru! 
a;,, if ;/ t ,, : n hoi tihmt, 

latogralfliirho o oino ana ■ 
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gegeben, so stellen die Gleicbungen (46) mit den Para- 
raetern v nnd &: p oc* Cbarakteristiken dar. Ordnen wir 
jedem Wert von v den dnich die Gleicbung 


a. 


dx 0 

dv 


> dyo 

dv 


= 0 


definierten Wert oc : ft zu, so baben wir oo 1 Cbarakteristiken, 
welcbe eine Integralflacbe bilden, die die singulare Integral¬ 
flacbe 2 = 0 langs der gegebenen Kurve beriihrt. Durcli 
die Kurve (48) gehen demnacb zwei IntegraKlacben, welcbe 
sicb langs dieser Kurve beruhren, namlich die singulare 
Integralflacbe und die auf die bescbriebene Weise von 
den Cbarakteristiken gebildete Flacbe. 

Das Ergebnis dieses Paragraphen laJ3t sicb in den 
folgenden Satz zusammenfassen: 

Besitzt die partielle Differentialgleichung (A) 

F(x, y, z, p, q) = 0 


ein singulares Integral 


z=*$(x,y), 

so gehen von jedem Element (x 0 , y Q , s 0 , p 0 , q 0 ) der 
Flacbe z = in welcbem 


nicbt verscbwindet, oo 1 Cbarakteristiken aus*). 

Die Differentialgleichung (A) besitzt eine Inte- 
gralflache, welcbe die singulare Integralflache 
2 = 0 in dem Punkt (o? 0 , y 0 , a 0 ) beriibrt, sowie auch 
eine Integralflacbe, welcbe die Flache 2 = 0 langs 
einer in derselben beliebig gegebenen analytiscben 
Kurve beriibrt. 


*) Dabei ist vorausgesetzt, dab die Funktion # in der Urn- 
gebung von x — x 0 , y = y 0 und die Funktion F in der Umgebung 
x = x Q , y = y Q , z = z 0 , p = p 0 , q — q Q regular ist. 



§ lf>. VollstiindigeH Integral. 


§ If). VoIlstiliMliges Integral*). 

IJnter oin cm vollnt iindigen Integral dor par* 
tiellen Differen 1 ialgleiehung (A) 

y > - , V i 9) 0 

vers to h t man oin von zwei will iv urliehe.n K o n • 
at an ten <t , b abhiingigoH Integral 

(HI) r '/'(*r, //, rt, fc) ? 


welches so beaehaffen ist, dull dureh Kiiminat ion 
dor Konstanten a f b a us dor Olcichung (HI) und 
den beiden (Heicbungen 


(50) 



n 


i 4* 

* ] y 


die (Heiehung (A) und nur diesa entatelit. Leg! 
innn den UrbOen n, h feste Werte bei, so atellen die Olei* 
ehnngen (Id) und (50) zwisehen den ftinf GrllBen j\ t/, p, q 

Flaehenolemente (,r f y % z , p , q) dar; laBt man dagogen 
a * h variioren, so werdon dureh die ( Ueiohungon { 10) und (50) 
x * Flaoheuelonmnle dargeMellt, die mil den x 1 Fluehem 
elementon (.r, y , z , p , q ), welche dor (ileiehung 

//, m/>, 9 ) 0 

geiuigen, ideal inch Hind. 

IhI oin vollstiimiigen Integral (4ft) gegtdien, ho iat die 

zugehbrige partielle IHfferenlialgleleiimig (A) beat burnt. 
Man erlialt me dureh Elimination von a * b mm dor Gleb 
ehung (40) und den beiden (Ueiehungen (50). Wir funsen 

p , q ala Fnnktioiieii von a 1 b atif imd befrnehlon die 

Funktiomddetermiminte 


' p 

< p 

1 t J <t> 

1 "'*!* 

ta ’ 

t h 

(hr ra 1 

t j' t h 

*'V 

* n 

t 

t ><I* 

fit ’ 

t b 

t y t a' 

( 1 / el# 


*) !>ie rurngtHjilien Is IT eiitlwlfim «lb v«m Lngriiiig«» tin S 
Mongo begrilinlet# Theurie drr partiellim l>ifT« r« iitiiiigbirhiing«ai 

oratur Ordituug. 
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Waren die Element© dieser Detcrminantc, d. h. die 
partiellen Ableitungen von p nnd q naoh a unci h , nanit- 
lich Null, so waren p nnd q von a nnd h unaldmngig, 
also nnr von as nnd y abhangig; oh wiirdon also zwei 
Gleichnngen zwischcn p, q, x, y bestehen nnd nicht mtr, 
wie voransgesetzt wurde, die ©in© Glcidmng (A). Wir 
haben zwei Fall© zn bctrachton. 

1. Die Determinante A ist von Null versehieden. Da mi 
ergeben sicb aus den Gleielmngen (l>0) a 1 h als Funldkmen 
von x, y,p, q; duroh Einsetzung dieser Werte in die 
Gleichung (49) erhalt man eine Gleichung zwisehen .r, y , 
z, p, q, in dor z nicht feldt, d. h. eine parlielle DiHV 
rentialglcichung erster Ordnnng. 

2. Die Determinante A versehwindet, uber nioht 
s&intliche Elemente dieser Determinante. Dann besteht 
zwischen p nnd q eine Delation, die zwar # , y ©ntlmlten 
kann, aber von a, b unabhfingig isi; deim f mi die 
Funktionaldeterminanto von p, q, weim diene Or# Bon 
als Fnnktionen von a, b botraehfet werdem 1st z. II, 

dq (1 »</> 

db dydb 

von Null versehieden, so ergibt sicb ans der zweiton Old* 
cbnng (50) b als Fnnktion von q, x, y, a, nnd durch 
Einsetznng dieses Ausdrucks in die erste Gleichung (50) 
erhalt man p als Fnnktion von q , a\ //, welche von a 
unabhangig ist, Man hat also eine Gleichung zwischen 
?/j P) J) d. ii. eine partielle IMiTerentialgleichung, in 
welch or z nicht vorkomml. 

Kennt man von einor partioilen IHftVrent ialgleichnug 
(51) 0, 

in welcher z nicht explizit vorkomml, oin Integral 

~ ~ , y , «), 


welches nur eine willkfirliche Konst,ante n 
nicht additiv*) enthiilt und ho bmihaffen 
ans den Gleichungen 


p « 


(i<l> 
(>x ’ 



, abor 

wt, dati ni<*h 


*) Die Konstante a wftro in <t>(x, y, K ) additiv (aithaUtm, 
wenn a* (as, y, a) — a von a unabh&ngig wtlre. 










§ ID. Vollhtilndigen Integral 


t ;» 


(lurch Elimination von a die. Gleiehung ( 51 ) 
Btellt dar Ausdruak 


(52) 


'ft*, If , «) I ft 


pr^ibl., 




mit dan willkiirliohen Konstanten a f b oin voIlNtsindigas 

Integral dnr. 


Die Kxinfanz eine« vollntiindigan Integral* von (A) 
ergibt nich ana dam folgenden Hatze (vgl. § 8), 

Die Funktion P(j\ ;/, z, p f q) sei in der Umgebung 
dar Stella w x h f ij }/ tt f z ■ , p j) in q q x% regular; 

(P 

an d totter Stella nei P 0, abar , von Null versehieden. 

dp 

En «ai aifia in dar Umgahung von y y l} t a a ltf b b i% 
raguliira Funktion r/>(i/ f a , h) gegoben; fiir y ?/ (l , a a t} , 



Dunn wire! dia partiello Differontialgtoiehung (A) (lurch 
aina analyiinaho Funktion z — //, b) bafriedigt, 

waleha tuc.h in dar Umgehung von x a* u , ;/ //„, a. « IM 

/> " 3 b x i ragular varhalt. and fiir .r ,r u in dia gagabene 
Funktion 7 (;/, a. , /;) uhargeht. 

IHasi*r Satz folgt hub dam in £ 2 ausgasproahanan 
Exist anzt Itaoram fiir (din* partialla Different ialgleiehung 
mit n unubhaiigigen Veriinderliehen, indem man auBer 
x, 1/ Hindi a. t b ids unuhhilngigc Variindarliahe betrachtet, 
wlhraml P wader a , b nocdi die partiellen Ahtait ungen 
von 2 Hindi a f b enthiilt. Naah dar tiber dia Funktion 7 

inp 

gemuchteu Anmihma kimn » ., ntoht idautkidi ver- 

t tfdb 

Hchwindeu; da Bondi niaht alia Element a dar oban mit 
I bezeiehneien Deteriitimiiiie yersahwimien* ho 1 st dim 
Integral 2 *h vollsUimlig. 

Aiudi dim Integrnlkonoid mil dar Spitze : i% \ 

Btellt, wetiti fast. ist, i/ tl • a , z n h nls wilikiiidicdie 

Konst ante uufgefaUt warden, tdtt vollsUnuliges Integral 
dnr*). 


*) i*Ut iliii hnnir« IhtfVrinUmlglidcUimg nrirt dm Stiti'grjit* 

konoid huh || I* 1 ); viilEflliitlina fottrgrnD im rfwidtrrtrii Liestdati 
Sinn©, widtdiii Itdiiii Flllida 11 *iml, wollcn wir jadooh liter nichi 
bakMlitiiia 
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§ 16. Ableitung des allgemeinen Integrals und der 
Charakteristiken, sowie des singuMren Integrals aus 
einem vollstftndigen Integral. 

Ans einem vollstandigen Integral (4!)) 

z — <P(x, y, a, b) 

einer partiellen Differentialgloieliung lussen sioh ulle an- 
deren Integrale herleiten. I)ie Gleiohung (A) ist. das Ite- 
sultat. der Elimination der GroBen a, b aus der Glide,hung 
(49) und den Gleickungen (50) 

d<f> d<l> 

q dy ' 

Wir suchon jetzt a und b auf die allgoinoinste Weise als 
Funktionen von x und y so zu hestimmen, daB der Aus- 
druck (49) der partiellen DilTerentiulgleichung (A) geniigl, 
Oder, was auf dasaelbe hinauakommt, <laB die dm Glei- 
chungen (49) und (50) zusammen beatehen. I lurch par- 
tielle Differentiation des Ausdrueks (49) erhiilt man, weim 
man auf die Vcrandorlichkeit von a uud b Riloksieht 
nimmt: 


d<I> 

<)<!> 

da 

<<l> 


~dx + 

da 

dx ! 

<b 

iiX 

d<i> 

S<[> 

da 

d<l> 

<U> 

dy 

da 

dy ■' 

db 

tty 


Damit die Gleichungen (50) erfilllt Kind, mutt sein: 

’ P±m d<l> db 

da ~da> Ob dm ’ 

(53) { 

d0 da d<P db 
{J^dy+dbl'y^ 0 - 

Sieht man von dem Pall ab, daB a und b bold© konat&nt 
sind, so k5nnen die Gleichungen (53) auf *wei Arten be- 
friedigt werden: 









§ Hi. AbloitunK th*n aUtfem<»in«n fttteirmk uhw. 

{i i 0 <i 0 

i. Bind . und nidi! wide Null, m mi 
da * b 

1 rii 

! «-■, • 

| 

i ' it ’ 

i bindHit ul 4<> zwitivhtm d«»n Fnnkf imnm a , h % cm j % i# 
te Uelutitm, wtdefte h Hitfmltnn nidge und wrlrlie %ir 
f die Farm hringen; 

4 ) b .- v(«> * 

t die Kuuktion <p wlllkirlieli ungetuimmen, m mltudormt 

dl die ficiiden (IWetillHi«*li (B 3 ) tittf die mm lilididiniin 

t)tb #10 

ro , i ; *'<<•)-«. 

n#i i b f 


db j 

C J* 1 

i n. 

t h j 

4 f| j 


er Anmlrtirk | 4 !li % in widrlmm n mid I# die diirrli die l»«n 
*n < t leichuinn**! (fell und f.Vd ttr> 4 iilfimtrft Filltif Ififtrfl um 
t // dundellrn, Ft *'in I ttf i-mul d« r f».§i I irllm I idlrrenf ml 
eirhuitf' I An riche » uus riftn tt till m lie lirii Funk turn « f 

limu^l umi uIh jiHgr mn urn Ifil«*iir»il Hivmchnef wirtl 

IL Uiuulpui tilt* Fiiiiklitiinui u , h % tin j, i| ilet i flirt 


sun§|im 

«) 


« 0 

- fl, 

I ll 


* 0 

10 



> h! tdlf tier Aii-Hilrtirk l t!d rbrftfiilk eili Integral *lrr I Hi 

refitmlgltdrhuug fA1 *lnr; %%ir werdeii duU 1-4 mn 

fig lilting Integral int irulnuim Sume ed, 

thm aUgwmdne Integral, ui'leln** eflmltcn maid, in 

*m nniii 

I# *j (n| 


»tfct If flit «f 1IIW lielf f fleiclmtigeft 
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eliminiert, stellt geometriscli die EinMllondo dor von deni 
Parameter a abliangigen Flachenscliar 

(58) z*=<I>(x, y, a, <f(a)) 

dar. Die Gleichungen (57), worin, nachdem b <y (a) g<»- 
setzt ist, dem Parameter a ein bestimmtor Wert, beigelcgt 
wird, stellen die Schnittkurve der FKiehe 


mit einer unendlich bcnaohba-rlon Flilehe der Sehur und 
zugleich die Boruhrungskurve der Flaclrn mit der Kin- 
Mllenden der Fh'iohensehar dar. 

Durch die Kurve (57) gehen also zwei I ntegralflaeben 
von (A), welehe sieh Kings diesar Kurve henihnm; damns 
folgt, daB die Gleichungen (57) eine eharaktemt isehe 
Kurve darsteJlen. I)io nllgemeine IntegralHsielte, deren 
Gleichung durch Elimination von <t aus (57) entsfeht, netzt 
sieh aus 00 1 clmrakteristischen Knrvni (57) mit <lem Pa¬ 
rameter a zusainmeu. 

Sind a, b t 0 beliebig vorgesehriebene konst ante (1 ro 
Ben, so laBfc sioh eine Punkfion tp m wiihiem, duIJ 

b ?.(«), e 


wird. Die Gesamlheit der eharaktenstiHehen Kurven {57 > 
karm denmach (lurch die Gleiehungmi 


(59) 


<!>(u', 1 /, a . b) , 


<<!> 

(a 



0 


mit den willkurliclion Konatanton a, b,r dargoslolll wordem 
Diejenigcn clmrakterist melton Kurven, wolelm dureli 
die Gleichungen (57) mit h <y{a) dargestollt \\ onion, he 
sitzon eine oinhtillendo Kurve, <leren («loiolmn*'on dureh 
Elimination des Parameters a aus den droi (Ueiolutngon 


(GO) 


z~ 4>(p, ?/, a, h) , 

d<i> r<i> db 

d a ob da ’ 

$*4> . 8»<I> db d*<l>(db\* 

6a* i " e a Ib da ‘dP Ida/ ** 


<<J> d*h 
< b da* 







* 


| 16. Abloitunjr don nlltfomoinon Integral usw. 71) 

7 (a) orhnlton wordon. Okw omhtillomlo Kurvo 
n namtliohon charuktoristisohon Kurvon tf>7) bo¬ 
le int oino Uuokkohrknnte cic*r von don oharakto- 
n Kurvon (a?) j£ohiiilotoii hdogralfliioho odor nine 
kurvo dor Difforontiul^loiohung (A). 

; <l>{.r , //, a , b) 

Nt andigoH Integral dor {larflollon I> if form - 
olnin^ (A) ti ii cl 7 bd oino will k ii rlieho Funk* 
o stoilt dio Kin ii uilondo dor Fla oheasebar 
> if , a , 7 (a)) ein alitfomoiuos l n t ojjrul dar. 
i eharak fceriat isohon K u r v o n von (A) w or don 
Ho Oltdelitmgen 

m ■ ' (a* I 1 / | it <p b ) I 

<’</* 

1 o U 

Of! (b 

i d red wtllktirlieltett K on at an ton a,h, v dar- 

L 

‘jo s»ia 4 *n oh a i ak t orid i mho a K in vra, f iir 


h 7 (tt) , o 7 (a) 

don dio o bigo all^omoino 1 ni o*.rraiflaoho; 

M'ii uIm tdttlttfllofide Ktirvo oino \t urk kohr • 

tenor Fla oho, d. h. oino I ttf r grail* nr ve von (A). 

it/,on dio <v :T Fltiefien (HI) 

r i/, a f b) 

Ikiriiim lorn u , b tdiio Kinhullotido 

'/'hr, \j\ , 

I man diem dtuo!i Kliudnuf sun ui:i o isud h an •* 
’hung* l!d tniif don Iioidoii («leiohuunon I *»h. Jodi m 

II dor HinldilSoinli'fi Iidt doll Koordin.iton „r* it , : 
‘it can \\ orfofmar a , h t wt loho 4 don drot t Hot 

t Fh and Ififii gojiugt ; tin lhmkto 1/ bortlliren 
HinMUIendo ? */M.r, i/) mill dio inf gr.dflaeho 

?mi Jth llio Iilrtoliiiti^ id 1) orgibl d dior nu Fnnkto M 
i Worto mu i#* tf * win die f «loirlnnio; (KM; dom 
.It nindi dio rdoirhmm * ohm Libting dor partirlloii 


80 II. Abschnitt. Biiferentialgleichungen ers{<>r Ordtiunff. 


Differentialgleichung (A) dar. 
oo 1 charakteristisclie Kurven 

z = $(x, y, a, b) , 


Durch den Punkt M gehen 


<30 <30 

da ^ C Bb 




welche den angenommenon festen Werten von «, b , abet' 
einem willkurliehen Wert von e entapreohen; jodo diener 
Kurven beruhrt die Einkiillende irn Punkte M . 

Von einem Element (x, y, z, p , </) dor Fliio.he 
z — <P(x, y) gehen also unondlich vielc ChurukteriHtikon 
aus; daraus schliefien wir, dafi die Elemente (x, y , z, p , </) 
der Plache (61) niclit nur der Gleiehung 

F{x, y, z,p, q) 0 , 
sondexn aueh don Gloiclmngcn 

P - 0 , Q 0 

geniigen. 

Denn ist (x 0 , y a , c u , p n , q u ) oin Element, fitr welches 
F — 0 , abor P von Null verscluedon ist, ho gibt mun don 
Differentialgleicbungon der Oliaraktermtik die Form 

dy Q 
dx """ P ’ 


da 

pP + qQ 

dx 

P 

dp 

A--\ pZ 

dx 

r 

dq 

K-l q% 

dx 

P 


da die recbten Soiten dieser Gleichungen in der Umgebung 
von x ^ » 0 , y =■•=> ?/„, z » 0 , p p (l , q . • q a reguliir Hind, 
so geht von dem angogebenon Fliiohenelement eine und 
nur eine Oharaktoristik aus. Wenn fiir dan gegebene 
El&chenelement P • 0, abor Q von Null verHchieden 1st, 
so kommt man zu demnelbon Ergebnis, indem man x und » 
vertauscbt. 

Wenn eine L&sung z - <P(x, y) der ptirtiellen Diffe- 
rentialgleichung (A) den Gleichungen 

P - 0 , Q 0 







g 1G. AbleitunK < 1 <* allKemoinon Initials uhw. 


81 


goniigt, 80 erfullt ai« auch die Gleichungen 

X -| pz 0 , Y | qZ « 0 ; 

»ie iat also ainguljiro Loaung im friiheren Hi mu*. 

1st 

~ <Hx,i/ t a,b) 

oin voilstundigeH Integral dar partialian Diffn- 
ranliaiglaiahung (A) und besitzl die Flachennchar 
- *H X , //1 « , b) m i t dan Paramotarn a , b ai ria Bin - 
lulllanda, bo Hi a lIt, diasa ain HinguliireH Integral dar. 

In § 14 wurda gazeigt, daft eina ningularn Integral- 
flftclie z <!*(£, a) in dnnm beliabigan Pirnkt 

® « ® 0 , if « f/ H , *# •' ^{»o» »«) 

von einer andaron Intagralfl&oha bardhrt wird; m kmm 
demnaoh jado aingulire Integr&lfliiehai ala BinMllende dinar 
Hchar von Intagralfliichen mit zwai Par&matarn aufgafaftt 
werdan. 

B a in p i al. I )ia l)iffarantialgiaiahung 

<i fiP) 


hat dan allgatnaina Integral 

- /*(«) y ^ ; 

daiin durah Blimination von n f b aua diaaar (Haidmng 

u nd 

P « t 9 ■. ; /’(*) 

argibt «iah dia 1 Hffarantiulgbdahung, I hm allgamaina I niagral 
wird arhaliait, indam man b </ (a) «a 1st und dia Kin* 
htUlanda dar Bbaitauaalittr 

n x 1 flu) }t i V b*} 

dnrcdi Blimifiiilton von a hub dar iatxtan Ulaiahuug und 
dar Glaiahung 

u x f | v \u) 

btiiittiitti, Dia dural* dim allgamaina Intagnil liurgaBtaillaii 

KMtaliftii aim! abwiakalbur. 


It urtt, l # «fOpil# niff»i#lili*lglr*ir|#i|iigr$i 


I 
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Beispiel. Diejenigen Fliichen, fur welch e die Lange 
der Normale zwisckcn der Flacho und dor x y- Ebene d<>n 
konstanten Wert B liat, geniigen dor Differentiulgleio.hung 

pa 

(*) V ' 1 + f “ ga " 1 • 

Sie hat das vollstandigc Integral 

(jff) {x —a)* + (;>/ — ?>) 2 + ss* * It *, 

derm, durch Elimination von a und h aus diaser (tl<*i<*huug 
und den Gleichungen 

x — a // l> 

V « - z i 9 • „ 

entsteht die Difforentia-lgleiehung. Die C*h»iehung (//) 
stcllt eine Kugol vom Radius H dar, deren Mittvlpunkt 
(a, b , 0 ) ein belicbigor Runlet der xy- Ebene ist. Piihrt 
man die willkurlichc Funktion b 7*(a) ein und eliminieri 
man a aus den Gleichungon 

^ f (x a) 2 + (y — (/-(a)) 2 + # /i g , 

1 x- a + (y • 71(a)) r'(«) 0 , 

so hat man das allgomeino Integral; os orsoheint als die 
Einliiillendo derjenigon Kugeln, dereti Rlittelpunkte eine 
in der ®?/-Ebene willkfirlich angeiioimnene Kurvo hilden. 
Durch Elimination von a und b nus (//) und x a 0, 
y — b Q crhiilt man <Ias singnliLre Integral It . 

welches in die beiden Ebenen s It und : It ■/,*• r 

fallt, die siimtlicho Kugeln horiihren. 

Die Oharaktoristiken werden dure.li die (ileiehungeit 

(( y, | (a - «)*-| (jt - -b)* -1 B\ 

\ x a | c(u b) 0 

rnit den drei willkflrlielion Konstauten a, b , c dargesteltt; 
es sind die Kroiso vom Radius It, deren Mitteljnmkte in 
der -Ebene liegon und deren Mbonen auf tier ir >/ ■ Rhone 
senkrecht stehen. 
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Die EinMllende derjenigen charakteristischen Kurven, 
welche auf der Integralflache (/) liegen, wird durch Elimi¬ 
nation yon a aus den Gleichungen 

f (% — a) 2 + (y — (p{a))ze 2 = R 2 , 

(e) I so — a + (y — cp{a))<p'(a) = 0 , 

( 1 + <p' 2 {a) + 95 fa) <p"{a) — y 9 o"(a) = 0 
gefunden. 


§ 17. Aufsuclmng eines vollstSiidigen Integrals. 

Wir betrachten jetzt ein System von zwei partiel- 
len Differentialgleichungen erster Ordnung 

, 6 ™ f -?(*, y, «,p, 2) = o, 

1 1 tfl [ (®,y > * > 2»,2)-0; 

die Fnnktionaldeterminante 

g) 

d (P, 9) 

sei yon Null yerschieden, so daB die Gleichungen (62) 
durch Auflosung nach p und q auf die Form 

dz 

j^ = <p(os,y, z ), 

dz 

XT = v(®» g ) 


gebracht werden konnen. Jede den Gleichungen (62) ge- 
niigende Funktion z yon x , y erfiillt die Gleichungen 

d dz dcp d<p d<p 

By 6x dy dz ^ dy 1 


d dz dip dy / 

dx dy dx dz ^ 

woraus die Integrabilitatsbedingung 


dm dm 
dy dz ^ 


dyj dy; 
dx ~dz ^ 


6* 
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oder 

(63) 


d<p _ dy> 
dy dx 


folgt. Sollen die Gleichungen (62) eine gemoinsame lute- 
gralflache besitzen, welche durcli einen willkurlieh ge- 
gebenen Punkt x = x 0 , y — y 0 , z - z 0 gold., so mull die 
Bedingung (63) identisch erfiillt soin. Dana ist uber die 
mit dem System (62) gleichbedeutende to talc Different ial- 
gleichung 

(64) dz — <p(x, y, z)dx y>(x, y, z) dy 


vollstandig integrierbar; sie wird, wcnn aich die Funktionon 
<p(x,y,z), yi(x, y, s) in dor Umgebung dor Htelle. x x„, 
y=yo,z — z {) regular vorhalton, dureh eine Funktion z 
von x, y befriedigt, welcho fur x - x n , y y u den Wert 
0 — Zo annimmt und in der Umgebung von x j-„, y * y u 
regular ist; dabei spielt z u die Itolle der Integrations- 
konstanten. 

Um die Gleichung (64) nach der Mayerschen Methode 
zu integrieren, fiihrt man sie dureh die Substitution 

(65) x = x 0 + u , y — y 0 + uv 

fiber in 

dz = (</) + ■» yi ) du ■{ ■ u i/> dv . 

Die Lfisung z der Differentialgleie.il ung 

dz 

— = <p(x () + u, y u + uv , z) v yi(x 0 •) u , y 0 [-«?», jr) , 


welche ffir u — 0 don Wert z --=■> z u annimmt, geht dureh 
die Substitution (65) in diojenigo der Gleichung (64) ge- 
nfigende Funktion e von x, y fiber, welche ffir x - x „, 
V — Vo den Wert z «■» z lt annimmt. 

Man kann die Intograbilitatsbedingun g a us (ion ur- 
sprfinglichen Gleichungen (62) hilden, oh no dieselbea *u- 
vor nach p , q aufzulfison. Zu diesem Zweek differeutUeren 
wir die Gleichungen F - 0, 0 < 0 nacli x und y, nach- 
dem ffir p und q die Funktiouen t r (x, y, *>, ,,'<(x , ,,, ;i 
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gesetzt sind, wobei z als Funktion von x, y betracbtet 
wird. Wir erbalten so die Gleicbungen 


( 66 ) 


' dF 
dx 

+ 

8F 

dp 

dcp 

dx 

+ 

dF 

dq 

dp 

dx 

= 0, 

dG 

J 

8G 

dp 

f 

dG 

dp 

A 

dx 

+ 

dp 

dx 

+ 

dq 

dx 

- u 

' dF 
dy 

+ 

dF 

dp 

dp 

dy 

+ 

8F 

dq 

dp 

dy 

= 0, 

dG 

dy 

+ 

8G 

dp 

dcp 

dy 

+ 

dG 

8q 

dp 
dy “ 

= 0; 


nnd 


(67) 


dabei ist die Bezeichnung benutzt: 

= AL 

dx dx ^ dz ’ dy 
dcp 
dx 


Die Elimination von 


—3t + l 

aus (66) ergibt 


J 


8F dG dG dF 


( 66 ) An 


dp dx dp dx 


+ 


und die Elimination von aus (67) 


(69) 


dF dG dG dF 


8F dG 

dp 8q 
dip 
dy 

(8F dG 


dG 8F) 
dp dq) 


dG 8F 
dp 8q 


dip 

dx 


dcp 

dy 


= 0 , 


dq dy 8q 8y \dp dq 

Wenn man die beiden Gleicbungen (68) und (69) addiert 
und die Bezeicbnung 

einfubrt, erbalt man die Identitat 

d(F, (?) (dip dg? 

\dx dy 


+ 


8F dG 
dq dy 


dG dF 
dq dy 


(71) 


[F, (?] + 


0 


d($, q) 

Ist die Integrabilitatsbedingung (68) erfullt, so ver- 
schwindet der Ausdruck [F, (?), wenn man darin p — <p, 
q — ip setzt, d. b. die Gleichung [F, <?] = 0 ist eine Folge 
der Gleicbungen F — 0, G = 0. Ist umgekebrt [E, (?] = 0 
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infolge der Gleickungen F = 0, <? - 0, so Jolgt aus der 
Identitat (71) die Bedingung (6:5). 

Soli der aus den Gleicliungen p — <p —■ 0, q </' 11 

gebildete Klammerausdruck 

d<p dy 


[p-~<r, <i~v i 


in 


dx 


infolge dieser Gleicliungen vorsclnvinden, so mull er, da 
er von p und q nicht abliiingt, identiseh in r, y , : 
verscbwinden. Es ist also zuliissig, cin System F 0, 
G — 0 zu betrachten, fur welches der Klammcruusdruofc 
[P, G] identiseh vcrscliwindet. Ein solehes System w ini 
als zweigliedriges Involutio ussy stem bezeielmet. 

Sind die Punktionen F, 0 von z unabhangig, so geht 


der Klammerausdruck [P 

, o\ 

, da 

jetzt 



dF dF 


dF 

dF 



1 : 

1 

dy 

dy ’ 



dG da 


dG 

da 



dx dx 

J 

dy 

dy 


ist, in 






(72) 


dG 

dF 

. dF dG 

dG dF 


dp 

dx dq dy 

dq dy 

uber. 

Die Gleichungen 





(73) 

r n*, 

?/. 

V, <l) 

0 , 


l ^ 7 

//, 

1> I <{) 

0 



lassen aich, wenn dio i’unktionahletermimmt** 


0(F, <{) 

<Hp, <i) 

nicht verschwindet, auf dio Perm 

p «= q'(w, y) , q ,p(a :, y) 

bringen; ist (F, 6) «■. 0 infolge von F 0, 0 U, Mil mi 

dtp (hp 

vy dx 

das System (73) ist auf die Difforentiulgleiehurig 
(74) dz — <p(x , y) dx -f i/> (x , y) dy 








§ 17. Aufsueliung nines vollsULudigen Integra In. ST 

zurftckgefiihrt, welche (lurch cine. Quadratur integriert 

wird. 

Kin vollsMlndiges I ntegral der partiellou Diffe- 
rentialglcicdnmg ernter Ordnung (A) 

'/ <l) <> 

liiBfc Bieh nach der Methodic von Lagrange folgender- 
msiBen boatimmen *). 

Wir suelien cine DinVmdialglriclmng erst or Ordnung 
|7a) <l(s> //» IF 0 

welehe cine willkurliehe Konst ante a ontlmll nitd mil 
der gegebenen Different iulgleudiung ©in involutioimsystem 
bilclcit. Wir vorntohen also unler u L(.r t y* ;, p , q) 
©in© Ldmmg der linearen Different ialgleiehung 


0 (iV«| 


PF at 

, < F , 

( tF 

, < F \ 

ll 1 # 


I 

[P . - 

I f/ . ) 


tp t 

( q C 1 / 

\ ( p 

i q / 

12 

/ < F 

dF\ c II 

1 I 1 

r 

O 

V II 

' ( .v 

i z ' * p 

v * y 

i * 

i q 


oder, \\a * ant* dasseibe hinanskomiut **\< unier 


(i (jr , ft , * , p , q) ii 


©in Integral das Bystemn gewttltnlieher Differential* 

gleielirntgeit 


CT 


(lx 

dp 

• F 


• P 

Cf| 


d : 

tF . if 


dp 


dil 


f F 

e jr 


F 


i F 
i ii 


F 


*I AL V« i nit tjimmu' i miff il« i M«’t h* *>< * «»n I.n k 1 n n g** *’* a 

wltfedfd ill*' fiwnfri .\|«*l }md** \mji Jjindii #ui t fitrgrut imi «li-i 
§litfttrlh ft I iii!idi*i*’lnilt|.fi*ii rMUi ttidiiuntf mil 

vlelett mnihJ»iu*KiK*ai Verajel*’! 

# *f Vffl, 4*ii I, AtinrlifiiSI * m i# t M)iii!i**hr 1 Ufi**reiit ml * 

IflelrlillligeiCt § A 
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Man sieht, daB die Gleichungen (77) nichts andercs siiul 
als die Differentialgleichungen der Charaktoristiken der 
partiellen Differentialgleichung (A). 

Wir denken nns die Funktion 0 no gowiihlt, d«B die 
Funktionaldeterminante 

dF dG _ SF dO 

Tp 'dq <lq <1p 

nicht identisch verschwindet. Dann lessen nidi die 
Gleichungen 

F(x , y, a, p , q) = 0 , 0{x, if, z,p, q) a 

in der Form 

(78) p = (p{x, y , a, a), q = q<(.r , y 
auflosen, und die Diffcrcntial^leichunjic 

(79) dz = q>(x ,?/,£, a) dx -| y*(x , y , z , a) dy 

ist voJLstandig integrierbar. Indem man diene (ileiehmig 
unter Einfuhrung ciner neuen willkiirliohen Kmmtatden h 
integriert, erMlt man ein vollat&ndigtift Integral 

( 80 ) *- $(®, y, a, b) 

der partiellen Differentialgleichung (A). 

Beispiel. Wir wenden die Mothode von Lagrange 
auf die Differentialgleichung 

q f(p) 

an. Die Differentialgleichungen der Ghuruktoristiken 
dx ___ dy dz dp dq 

—f'(P ) " 1 Vf'if) + q 0 * 0 

besitzen u. a. das Integral 

p - a. 

Die Gleichung 

dz ~pdx\ qdy 

geht, wenn man p - a , q »> f(p) < /'(a) setzt, in 
dz*** adx -)■ f(a)dy 

fiber; die Integration ergibt das vollstiindige Integral 
«*■*«» + f(a)y -} b 








8 17. Auffluehting cmhph voHstttndigen Infi^ndn. 


dor vorgelegten Differentialgleielning. I Hm allgeineine 
Integral wird aus dem vollntandigert Integral wie in § Id 
abgeleitet. 

Eh net jetzt ein Bystem von <irei linearon par- 


tiollen 

I)if f<*r<*itiialgleieh u ngen 

erster Ordnung 



f d T (*r r/) 

0 , 

(HI) 


0 (.r, //(/) 

0 , 



l // (.r , a , z, p , q) 

0 

gegeben. 

Die* Fmiktionaldeierminunte 


d(F ? //) 

pi q) 

sei von Null veroehieden, ho dafi die drei Uleielmngen (HI) 
in der Form 


(H2) z <P(m , if) f p <t\{x , //) , <r/ - s y) 

aufldHbnr Kind. Kin gemeinnameH Integral der drei OleK 
ehungen 1st dann and mtr dann vorlmndnn, worm 


(K\) 


t </> 

t x 


</» 


i ’ 


i.Mt. 

Wir zeigen, dad 
Uedingungen 


( <I> 

< // 


<h 


f q\ t 

t X ( If 


die drei lledingungen |H:i| mit 


den 


(H 4 ) |F,r/| 0, |F f //| II, i«,//| 0 

idontiaoh wind. 

Differentiiert man die Uleirlttitig F (1, worin miter 
p t r/ die Anmtrtieke (K2| vejmttifidrfi werden * naefi x , 
ho erhiili man 


rF 

( x 

otter 






t F it */> 

di 1 i x 


ep t x 


< />’ < <!<. 

t f{ t x 


dF ^ t F f * </> 
fix <** ' f x 
Katapreohom! hat man 
dtt ^ f W / 

dm 1 da l dx 


t F t 4\ 

e p t x 


i /’ i *1% 
#i/ t j 


ii . 


tl 


t f/ t </» a h t 

t p f : X i #| i X 


ii 
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Durch Elimination von mis don bciden 1<>(zt<*n Olei- 
chungen ergibt sicb 

8F dG _dG dF p(F, 0) /<■</' (/) \ < <}) » <1 ‘, (( 

dp dec " Sp Tx + '8(p, a) \V f ’(/>, ( 

und bicraua durch Vortauschung von * imd ,// 
SFdG^rlGdF 8(F, 0)1 f<l> f/ \ < (/'’. O) <'<l\ (| 

~8q dy 8q dy + d(q, z) Id// 7 1 (/>, <l) < H 

Durch Addition crhiilt man die idenfische (lleichung 

^ ^ /3(p, 2) \( l x / < (//, *) ' * // 

(8i/) | , p(F, 0) !<<!>, /0,\ 

f dfr), tf) <// / 

Hierzu kommen zwei weitero Gleichungen {Hf>"} und 
welche aus (85') dadurch hervorgehen, dnB man F , 0 
durch F , E oder durch 0 , // ersetzt. 

Hicrnach haben die drei Uleiehungon (Kil) die dm 
Gleichungen (84) zur Eolge. 

Sind uingekehrt die drei Bedlngungen (H I) erffdlt, mo 
ist nach (85') 

^,G)(M> \ <ib\o)na> \ 

B{p, z) Ida? 7 <’(</, z) \ < y 

8(F,G)u<E 

''’(/>,</) W.r <yl 

hierzu kommen dio b('iden aus (H5") uud (Ho'") fotgrnd.n 
analogcn Gleichungen. Wir haben somit drei linenre 
homogone Gleichungen mit den Unbekannten 


d(p,z) 


Dieso drei GrOBen vorschwinden, da die Determiuunle 
dritten Grades aus ihren Koeffizienten von Null ver 
schieden ist. Als Koeffizienten treien tiitmhVh die Untor 
determinanten dor Determinanio 

<J(F, 0 , //) 

' ... -,) 





§ 17. AufsuolnuiK 1 ‘ini‘H vollutiindiKeu Intiwnln. 


'll 


auf; die aus den Unierdetcrniinunteu von .1 pebildete 
I)etermina.nto dritlon Grades ist. gleieh I •', also von Null 
verHcliieden, da , I nielit versehwindon will. 

Man lcann detnnaeli die l)i fferent ial;;leielunm (A) 

F(j- , i/ q) 0 

integrioren, indem man zwtd Ptmktmmm <1 nnd II von 
x , if , p , q Iu‘Hf imrnt, wolvhr cl in lUniingungim (H () 

[F, a\ o, |f, //1 if |</, //! u 

iTfiillim wtd iibmliia so lawhafftm .siml, duO die* I>c*b r 
minuuto 

HP, f/, i/) 

f (r, />, tf) 

nicht vcnwhwimlid. IHutIj Eliinimilkiii von p s i| am* 

dim drei (Hdchuitgim 

(8(5) F 0 , U a , // - fi t 

worm a imd b willkurlkdm K mis tank* airul, nrhiilt mini 
dll vollsklndigan Integral 

(ST) * < I , Lr , // . n % h) 

dm* (ilddmn*: (A 

Zunuchsl argil dr siHt / U a 1*4 I ntrgiai d*T bu* 4 afvn 
partivlltm 1 Hffvnmtinlgk'kdmng 

(HH) \F,f\ u 

und hierniiH f ll ids Integral den 8ynteiHK hnearer par 
tieller Different iiddeiehun«on 

j F.f \ O, jf,\ / | n, 

welehea ala vollstandij,' naelieevvii'rteu warden 1 .01 



III. Abschnitt. 


Partielle Differeiitialgleicliiiiigen 
zweiter Ordnnng mit zwei unablmiigig en 
Y eriinderlichen *). 

§ 18 . Beweis der Existenz der Integrate einer 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

Es liege die partielle Differentialgleichung zwerfcesir 
Ordnung mit der abhangigen Veranderlichen z und don 
beiden unabhangigen Veranderlichen x , y vor: 

(A) F(x, y, z, p, q_, r, s,t) = 0 ; 

dabei ist gesetzt: 

Bz * dz 
^ Bx ’ ® dy * 

___ B 2 z B 2 z B 2 z 

dx 2 ? 8 dx dy ’ ^ dy 2 

F sei eine analytische Funktion der beigefugten ~ 

mente, welche an der Stelle x = x 0 , y = y 0 , 2 = 2 0 , p = £> 0 * 
q = q 0J r *= r 0 , s = $ 0 , t = t Q verschwindet und sich in cl 
TJmgebung dieser Stelle regular verhalt. Wenn 

BF 

dr 

*) Eingehender sind die partiellen Differer bialgleichun|^€^»i 
zweiter Ordnung in den folgenden Werken behandelt: 

G our sat, LeQons sur Integration des eqaations aux cl«%~ 
riv4es partielles du second ordre. 2 Band©. Pails 1896, 1898. 

Forsyth, Theory of differential equations. Vol. VI. 
bridge 1906. 

In betreff der in den Abschnitten I—III behandelten Ge^ot*« 
stande vgl. Enzyklop&die der mathematischen Wissensch *% 
HA, 5 (E. v. Weber). 


§ 18. Bowtun dor Exintenz dor Inte^rale. \ 

mi der bazdelmelen B telle von Null veraehleden ist, Hi St 

nicfi die Gloichung (A) uuf die Form 

( 1 ) r /V, It, z, l>, </, », <) 

bringon, wo /' oino in dor Uingobung dor Ktolle x x„ , 
t /„ rogulii.ro Funktion dor ungogobonon niobon Argu- 
iuont(> int, wolcho un dio.sor Niello don Wort r„ lUinhnmt, 
IOs union zwoi aimlytiHolio Kunktionon (?>{.(/), v'(//) von 
U gogobon, wolobo in ilor Umgobiing \ on n //„ roguliir 
xind, tind zwnr wi 

V (/A.) r'U /«) %, '/•"(</„) /„ , 

'/'('/<>) - , V»„ . 

Wir zoigon, dull dio Difforontiulgloiohung (A) odor (1) 
duroh oino analytiHoho Kunktion z von x, y hefriedigi 
wird, wolohe Hit'll iin dor Htollo x x t) , t/ i/ lt rogtdur 
vorliiilt. uml ho bwhuffen 1st, dull filr ,r \i- 


wird *). 


Z t) (y) , * ,.>(1/) 

<\r 

Wir 

nehmeii 

Ai » //„ u an uml srtzcn 

* 

| v 

l.vi 1 ^ vfi/) ; 5 j >r * t 

A 

/'(«>• 1 

(l » V (“1, vl"), v '(II), </"(())) , 

ho dutt 

P 

(ig ' 

, }j , l V'(y) Ax, 


q 

\h, 1 *> ,(v > * • f v-'(.v) , 


f 

t A 

* 1 /I 


H 

1 * 

f V 

, t rffli 


t 

(7 11/ 

1 f %»* 

l? , i v "(«d i -r 


*) llor tl«nr*at mdu- Hewn* ««*iUjtrn-|it d««m it* $ t 

uml f J j;«ifnliri«*n ik>wi>iK <b*«i Hiltm fttr *Jn« 

iHrri'raiitmJgJoiehunj! ••rnt«r OrdmutK 


94 ni. Abschnitt. Differentialgleichungon zweiter Ordnung. 
wird; dadurck geht die Gleicliung (1) fiber in die Gleiohung 

deren reckte Seite, wenn fur z , p , q, #, t die obigen Au.s- 
drucke eingesetzt werden, sich in einc Potonzreihe von 

, dz' dz' cV 

*>*’*»' l,x ’ iijf ’ <rihr f'.v s 

ohne konstantes Gliod cntwickoln laDt; fiir x U xollvn 

s' und verschwinden. Wir Hohrciben Htntf z' wilder ; 
ox 

und betrachten die Differenliidgleiohmig 

(2) t — fix , y , s, p i <[ j 9 ) /), 

wo f cine Potenzreilio von x , y , ..., ( inf, welehe fiir 
x = y = ... — l -- 0 verachwindot; wir suclieu dor i>iflV- 
rentialgleichnng (2) (lurch cine in dor I’nigebung von 
x = y = 0 regul&re Punktion s von x, y ?,tt goniigeu, 
welche die Bedingungen 

z =■ 0 , — 0 fiir ar - 0 

erfiillt. 

Pur diese Punktion isf*j 



Aus der Gleicliung ( 2 ) folgl, 



indem naan (2) wiederliolt rut eh y diflerontilert, orhiili mini 



*) Der Wert einer Funktion 7 fiir .1 n, ,, q M ird nut 
($vo bozoiclmet. 







I 

i 


'*'"1 


t n 



§ 18. Ikwois (lor I'lxisleiiK dor I„| IW ||,, , ( 

iiMw. So orgobon sioh Hiimtliohi 1 OrfiBon 

(,«, y *1,1,1.',... 


<"i‘ > 

< X" < f J„ 


iiu.M den Kooiffizionfon dor Poionzroiho /', and os bloib 
imoli dio honvorgonz dor I'ofenzroiho ,v 


Cl) 


X 1 


1 


ft l y ! \ r \v u ( //»’ /„ 


y >• 


j ,u //’’ 


fiir liuuviohoml kloino VVorlo von ,• umi ,, nnolmuvoiso,. 
I Ho liodio / Koi fiir 


.01 v 


U\ 


L> - l> - >j 

1*1 - R, 

konvorgeut, uud os soi in diononi (Jobioto 

/ - M . 


l‘io Kunklion 


tii 


1 (•'■, >i. t) 

.V 


f 

\ 


. 1 / , 


// 


/ 


i; 


wtttin tl • \ 1 id, Ijifif. sioh in oino i’ototizroiho dor mi 

uotfohoiioii Hiohoii Argmiionto ontvviokoin, doron Kooffi 
Zio.do,, (HMd.v u,Hi niold kioinor si„d ids dio onlsjiroohon 

KlVi(dmm! “’ r /*»• «>ifforonli„| 


*“’* r * *■*'» ?/i * ii 

«ird forrnoll befriodigi, indom imui fiir j oiito I’utonm-iho .s 
- v wtz '* "«’ioho I,oils! dor AbioiJ tmg ' * tur 


von-iolnviiidof mill doron Kooffi/ionion pcit'iv uml ,doh 

Ki'irn r "? ,iu ; ,ihmUiti ‘ li ..-r ontsj.roohondoi 

ilrr tMki* s » 
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Wird die Differentialgleiebung (5) durch eine Funktion z 
von u = x xy befriedigt, so ist 


M(x + cc 2 )\ d*z x + ld*z V 
. It )'du*" H Vd« s / 


( 6 ) 


M 


1- 


-)- z + (l + x) 

X 

e 


dz 

du 


M . 


Die rectate Seite laGt sich in eine Potonzroihe von z , « , ^ 

mit positiven Koeffizienten ohms konstantes Oiled wit- 

d s z 

wickeln; der Kooffizient von „ auf dor linken Bcite 
’ du* 

ist positiv, weim x so klein angenommwi wird, duU 
M(x -I- x*) < It ist. Handelt e,s sich um das Integral *, 
fur welches 


0 , 


dz 

du 




d*z 

du* 


0 fiir u - 0 


ist, so bringt man die Gleichuug (6) durch Aufldsung naeli 

d?z 

- — 0 auf die Form 
du 2 


d*i 

du 



dz 


du! 1 


wo (p eine Potenzrcihe der dm hoigofiigten Arguments 
mit positiven Kooffizienten*) ohm* konst antes (Hied ist. 
Dieser Bifferentialgleiehung wird dureh nine konvergenfe 
Potenzreike 



mit lauter positiven Koeffizienten geniigt**). 

Setzt man daria u m + a y t so hat man eine 
Potenzreihe S" von w, y mit lauter positiven Koeffisiiiiitaii, 


*) Wie man durch Bereohnung von v* nacli tier Methods dor 
uabestimmten Koeffizienten erkennt. 

**) Ygl. „GewfihnL Differentialgl 11 , B, ill und 14. 











§ 19. Intogndfi&cho, w rbla* < im*u g<»;:t‘hi*)t<‘u Hi jvtlVn <*uthllH. py 


woleho dor Difforontialgloiolmng r!) gomig! und f i i r hi a 
roiehend kloino Worio von .#• und // konvorgiorh Die 
Koeffizienton von ... und r //h t r //•'*, . . . in dvr 

Keihe N" wiiul posit iv, wuhroud dio ontsproehotidon Ko* 
effizienton in dvr lioiho S' vorsohwindon; darnus folgf, 
dafi dor Kooffiziont von .r" t/’ in dvr Foiho s' nioht grdBer 
ist a Is dor ontsproohoudo KotVfizionf dvr Koiho S'\ Dom* 
naeh ist. nuoh dio Ifeiho »v # fur hiureiehond kloino Werte 
von x und y konvorgonh und this gloioho gilt von dor 
Roiho S . 

Eh gilt also dvr Satz : 

In dvr part i oil on I) if for on it algloioh u itg z\\ eit o r 

Orel n ung 

(A) F(x t j/ % z, p « q , r , n % II * U 

set JP eino analytiHche* Eunktion von /, //, p, #/, 

r 1 B y t 1 w ole ho nieh in dor Fmgebung dor St olio 
* r ™ •*« i !l ^ y« * * ••• i P Po i </ { " e/t*, r r tl , it — # (l , I •• / tl 
regul&r vorhiil t und an dioser Btollo v ors ohwin d et , 

wilhreml von Null vorsohiodon ist. Eh avion 

( r 

7 w o i unaly t is oho Fu n k t ion on ^ (//), gogobon, 

wole.ho si oh in dor F mgobuug dos Wort os // i/ M 
rogula r vrrhallrn and dio Bed ingu ngr u orhillou: 

V t//»d -u * V # (*Ad » v \*Ad h , 

vd/h) p,. * V*X f A.) • 

Dio Difforont ialgloiohung (A) wire! dureli elite out 
zige unnlytisoho Funktion s *Kr* i/j bofried tut t 
woloho sioh in dor Fmgobung dor Hfotlo .r j m f 
// regular \orhalt tital fur ./■ .r (l in die r«* 

gob otto Funk! ton f i/i iihorgoht. wahreiid t u i 

* j 

j- x t , gloioh dor gogohonru Punkliuit yf>n win I, 

* lb. liitogrnlfliioho, woloho olnon gogobonon Ntroifon 

oitthilt. 

Fiihsou w it w iotlor ,r , */, z ah tvobt w utkltgo Kooidi 
tllltfll idttos Ftttiklos itti Itautiio utif* mi stoilt dto <fbdrlmng 

: ' <i>u , if! 


Owtit»tt» Iiiffprpptintifl* p |*iiii^rn 
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cine Integralflaclie der particllen Ihffm.ntmlglciohun:; 
zweiter Ordnung (A) dar, welclio (lurch die vorgosdinobene 

Kurve 

. 7 ? — . z ■■■ a (in 


gelit; in jedem Punkte dieser Kurve, isl aucdi die Tangential* 
ebene der Integralllaehe durch Anguhe der \\c*rta 

V " V* 0 /) » ( l ( i *^ n 

vorgesehricben. Miti anderen WoHen, die IHiKront ialglei• 
ohung (A) besitzt cine uml imr <‘in<* analytinrhe I ntegrab 
flache z = ( P(oo , y) , wolcho den Si reilen .*• ^ // ,¥ ♦ 

z = (p(y) , p = V J (//) 5 ( l <A'J) cntlnil! T de^-wen Kurve j * x u » 
z = <p[y) in einer zur ?/£- Rhone pnrallelen Kheuo liegt. 
Es scion jetzt 

(8) « = /», */-/*('/), - /iW, P /^ l#l 

als analytisebe Eunktionen einer Veramlerlielten u ge 
geben, welchc die Bedingung 


dz ^ p d’ 3 rf|/ 

erfullen; wir fragen nacli einer Integralfliidie der Diffe- 
rentialgleiohung (A), welche den dutch die (Heiehungiut in 
dargestellten Stroifen von El&chcnolenienten (j\ if * /*• f/l 

enthalt. 

In jedem Punkt der Kurve 0 

x^/\{u), y f % (u) , ^ / M |ni 


sind die Werto 

P’ /'lOOt V 1*00 

fur die gesuchte IntogralHaehe vorgeachrielien. I He jr.u 
gehorigen Werto r, *9 ? £ gemigen den (Helehttitgett 

I rdx -|- s (hj dp u, 

8 dx -|- l <ly dq O , 

* 1h s, p, q, r* s * /J 0 . 


Setzt man 
R * 


BF 


i F 

i H 


T 


* F 

i t ' 


( 10 ) 




§ IS), IntegralflSeho, welche eiuon gogebonen Streifen enthiilt. <|<) 

so ist die Funktionnldeterminanto. <lt‘r liukcn Seiten jener 
drei Gleichungen in bezug auf r, », t : 

<?*, dy , 0 , 

(11) .1 • 0 , d.r, dy ' ■ Edy" Sdxdy -| Tdx-. 

aS\ T 

VVir nehmen an, dull einem Element (r, y, z, p, q) dea 
gegebenen Streifena ein den Gleichungen (SI) genugendea 
Wcrtsyslem r , h , /. entapriebt, fiir welches 1 \ on Null 
versebieden isf. 

Wean nuta die beiden ersien Gleichungen (Si) aaeh 
der ia (N) entlmlleuen unabh&ngigen Veriiaderiidien u utul 
die dritte Glciehang (<)) zuerat partiell aaeh ,r uad dan a 
particll aaeh y differuntiiort, erhiilt aata zur JBereehnung 
der vier pnrtieUen Ableitungen dfitter Ordaang van r 
die vier liaearea Gleichungen 


f)IU f tt * 

| 2 <ix dtf 

c f r < iv» t y 

f 11 : 

t*2 

| rfj/s . . rt 

< X i if- 

( ■ • *•’ 


<lx- 

i 2rf.rr/// * , 

d//‘ ", 

( X ' ( if 

( ;* , i ■ 

* ( X ( If' 

< // * 

/> ;. x- „■ 

t' ^ z 

1 7 

f ,r f if’ 

( a * 


. i 

' aN* . 

i r * 

( X li < ‘ if 

< Xitlf * 

* } tr 1 


die Dcterminuute der Koeffizienten der Unbekaaalea, 

(/.i ", 2 dxdy , dy 1 , 0 

, 0, f/.r", „! dj'dy , d y " 

’ h*. X, ■/■,' u ’ 

0 , h\ s , T 

inf, vvio wiv yxl^vn wordon, gloieh f*\ also von Null vt*r- 
Hcdiiodon, ho dull dit* parthdlon Aldoituiitfon diiftor Ord* 
umitf von s bostimmt Hind, Tutor dor Vuruun- 

fftaUunir, dnU tt dor (Hoitdmng 

!( i N il a T ti* I! 
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genugt, vermebren wir die erste Kolonne der Determinanfce 
A' urn die mit ju multiplizierte zweite, die mit jll 2 mul- 
tiplizierte dritte nnd die mit multiplizierte vierte 
Kolonne; dann enthalt die erste Kolonne die Elemente 

{dx + M dy ) 2 , fi(dx + /*dy ) 2 , 0, 0, 

so da£ die Determinante A f durcb {dx + fidy ) 2 teilbar 1 st. 
Sind ju t und m die beiden Wurzeln der obigen quadrati- 
seben G-leichung, so ist 


A' = T 2 (dx + Midy) 2 (dx + fa dy ) 2 
= {Tdx 2 - 8 dxdy + Bdy 2 ) 2 = A 2 , 

z - b. w. Fahrt man so fort, so erhalt man aucb fur 
die partiellen Ableitungen hoherer Ordnung von z be- 
stimmte Werte. Die Differentialgleichung kann also, wenn 
A von JSTull verscbieden ist, nur ein Integral besitzen, 
welebes sicb in der Umgebung eines Punktes der gegebenen 
Kurve regular verhalt. 

Es ist nocb zu zeigen, da 13 die Reibe 


z + Vo(® — #o) + So(y — Vo) + }r 0 — ®o ) 2 +••- 

in der Umgebung der Stelle x^x 0 , y=*y 0 konvergiert; 
aabei ist (x 0 , y 0 , # 0 ? Vo > 2o) ein Element des gegebenen 
fetreifens, wabrend r 0 , ... die zugehorigen Werte der par¬ 
tiellen Ableitungen zweiter und boberer Ordnung von 0 
nach x und y darstellen. 

Wir stellen die Kurve G durch die Gleichungen 


V = fi x ), z = g{%) 

dar wo f(x ), g(x) fiir x = x 0 regular sein mogen. An 
btelle von x, y, z fuhren wir die neuen Veranderliehen 


l — x, t) = y — f(x) , 3 = 0 —g(a;) 

eiu und setzen 


r 



d2j 


8 



JX 


t 


dt)2 • 


Die Gleichung 


dj I 5 “H cj d\) 


# l». Intogralfl&cho, wlcheoinonfwbon.mSlivifon oidldllt. ](>! 
geht durch Einfilhrung von //, g Qbor in 


dz ~ 

odor 

</{.r) d.r • p d.r | q(d,/ - f'(x)d.r) 

dz 

OH lHt alHO 

- • (p <\f (.r) j <j (,r)) d.r j q dp ; 


P q/» ] 

odor 

<1 - • q 


P P 1 tf/'V) '/'(.' I , 

Die Gloicliung 

q q . 

gcht fiber in 

dq = <Sd£ | tdi) 


dq =» 4dx -f t(dp / "(.,■) d.r) 


, if\j))dx | td)i 

und die GMeliting 

in 

dp r dy | ^ d i) 

dp 

1 /V)dr/ | qf"{.r) d.r tj"\.r)d.r 


1 d.r i i(dp f'i.v)d.r) 

odor, uonn i'iir 
goHotxt wird. 

dq dor vorhin geftnideno Anadruek 


folglieh ini 


I- <l/»p q/'>) 

; (* t/ V)Kv; 




r . r -«/» } t|/>)l 9 q/'V) i <f\n, 

* 4 \f%r ) , 

/ i . 


I He vorgclogtc liifforeiitinlgleiohmig void 
chung von dor Form 


in rim* <U<*i- 


$ir, n, h , p, q, v, <f, 

lihor. Die gogohouo Knrvo (! hut in 
lichen (Ho (iloiohungou q u, ^ o 
infc q oiuo gogohom* Fuuktion von a-, 


t) u 

don nouon Verilmler* 
liings dinner Kurvo 
id«o q oints gegeborn* 




102 IH. Ahscimitt. Bifferentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Funktion von g. Wir haben also eine Funktion 5 von 
g, t) zu bestimmen, welche fiir t) = 0 verschwindet, wabrend 

dz 

die Ableitung — fur = 0 in eine gegebene Funktion 
von g ubergebt. 

Auf Grund der Gleicbungen zwiscben r, s , t und 
r, 3, t ist 


dx ~~ dr ’ 


(33 




8F n*) + ~ 


da 


oft 8F 

it—wV'm-Tr' 

d$ = dx , dy = dy — f'(x) dx 

ist, hat man 

■ 4f^ 2 -4f^+-^s 2 


dF , „ 

= ~dr~dy 2 


SF 8F 


= A . 


Langs der Knrve G, welche in die j-Achse ubergeffihrt 
ist, ist i) = 0 , also d t) = 0 , so dafl 


A 


dt 


d? 


ist. Da A anf 0 von Null verschieden ist, so kann 

ii 

dt 

mcht verschwinden; die transformierte Gleichung 
laBt sich also nach t auflosen. Nach dem in § 18 aus- 
gesprochenen Satze besitzt diese Gleichung eine in der 
Umgebung von j = X(j , t) = 0 regulare Losung 3 , welche 

so beschaffen ist, daJ3 man fiir t) = 0 3 = 0, - £ 'l = 0 hat. 



§20. I>i«' < ‘haraktcrkstiken. 


mo 

Mine Funktion z , y), welelie nieht imr der 

Different ialglcieliung (A), wmdorn uueh den Eleiehungen 
K- 0, S 0, T 0 

geniigt, heilit. ein Hingnlare.H Integral der partiellen 

Diffemdialgleiehnng jsweiter Ordnung (A). 

Jede nieht Hingulure analytisrhe Integralflaehe 

- * C /V t >f) 

kann dureh (lasohen dargestellte Veifahren eihulten werden. 
Wir nehmen auf der Kliiehe z »■■■ //) eine analytisehe 

Kurvo an and orhalten, indem wir jedem Punk!, der Knrve 
die Tangentinlebene tier Flfielie zuordnen, einen Streifen 
von FMiehonelementen (jp, ?/, z, p f fh durch welehen erne 
Inlogralfliicho cindeutig bentinunt iat, wenn 

I ™ Hdy* ~ Sditdy *i Tdr* 
von Full votschioden i«t. 

§ 20. Die PlianikterlKtlken einer piiriielleii 
IHtrerentiiilixleieliUi!^ % welter Ordnung. 

Wir haben gesehen, daB dureh einen Htieifen von 

Flaehenelementen (/, //, ^ , p , q\ % weiehe die* Bedingnng 

dz pda' * q d y 

erfullen, im allgemeinen nine Integralflaehe der partiellen 
Different iulgleielmng zwaiter Ordnung (A) bestimmi iat* 
nachdem fur r, n, t ein den Olelehnngen (9) gontigemltu* 
Wertnyatem featgelegf. infe, Kino Unbent ini rathe!I kann 
mir dunu emtrefen* wenn die Elements (jp, i/ t z , p f q) den 
gegebenen Streifens and die mm {!!) erndttelten sugehftrigen 
Werfe \mi r, #, t die Oleiehung 

(12) f -■ ltdy 9 Hdxdn i Tdf : H 

erfiillein 

Ein Hyjdem von Werten der OrdBen 
s * }i * z % p % q, r % n , t 

bezeichnen wir aln Klilehenelement aweiter Ordnung, Mine 
ei n far he M u an igfalt igkeit von Flu eheneleruon ten 
xweifer Ordnung, welehe der Oleiehung 

Udy* tida'dy j T da^ 0 
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geniigt und auf einer Integralflacbe von (A) liegt, 
heifit eine Cbarakteristik (zweiter Ordnung) dcr 
partiellen Differentialgleicbung. Fiir die Cbarakte¬ 
ristik gelten also aucb die Gleiclmngen 

F(x, y, z, p, q,r 9 8, t) *= 0 , 
dz = p dx + j 
dp = rdx + sdy , 
dq = sdx + tdy , 

sowie die Gleiclmngen, welche man erhalt, wenn man die 
Gleicbung (A) partiell nach x bzw. y differentiiert. Die 
letzteren Gleiclmngen lauten, wenn man 





+ ^ 

aj 1 , 

6F 

~ “aF 

+ v 


"a7 + s 

8q 

„ 6F 



+ 5 

8F , , 

dF 

r = — 

+ 2 


-[_ £ 


cy 

5a: 


op 

5^ 


setzt und fur die partiellen Ableitungen dritter Ordnung 
die Bezeiclinung 

__ 6*2 ^ 6*2 6*2 ___ 8*2 
a c x* 1 P 8x 2 6y’ ^ 6xdy 2 ’ dy* 

benutzt, 

X + Rot + 8p+ Ty^O , 

Y + Rp + i$y + Td^Q. 

Ferner ist, da die* Cbarakteristik einer Integralflacbe an- 
gebort, 

dr = ocdx + pdy , 
ds = pdx -f y dy , 
dtf = y da? + <5 d'# . 

Die Auflosung der drei linearen Gleicbungen 
Roc-\-Sp~^Ty = —JP, 
ocdx + ftdy = dr , 

P dx + y dy = ds 




§ lO. Die CIiariikti'riNtiken. 


I or* 


wit den Uubekannten \ erjjibt 

R, R, T X, s, T 


• dx, dy , 0 a dr, dy, o 
0, dx , <#)/ dx, dx, dy 

Oder 


J,\ .Vrf(/ a Rdrdyl T(dr dx dxdy) . 
Wegon . I 0 mud auch 

.V dy* i Rdrdy j T[dx dy dr dx) o 

Hein; biennis ertfibt .sieli, wenn imm den ihih I u be 
reohneten Wert 

It dy* 1 Tdx 
dxdy 


emtjetzfc, 

X dx dy + Jidrdy f Tdxdx 0 . 

,\hnlich erldilt man die Oloichun# 

Y dx dy It dx dy -j T d tdx 0 . 

Latins <Ier (Mia rak t orint ik Hind nine die folnen• 
den (51eieliu itj^en erfiillt: 


Fi.r , y , z , p . q , r , x , t) n , 


ild) 


dz p d.r \ q dy , 
dp — rdx } x dy , 

< dq - xdx f- tdy , 

lidy* Rdxdy -| Tito* »- 0 . 
Xdxdy •! Itdrdy l Tdxdx b , 
' Ydxdy i Itdxdy ! Tdtdx • 0 . 


Wir zeigen, dad diene (Sleielumuen nieht uuabhtinj'ii' 
voneinander Hind. Wenn man die lieiden let/.ten (iiei* 
eh unbelt (Id) durelt dy hzw. dx dividiert mid addiert, 
erhiilt man 

-V dx 1 Ydq i It dr i (T d f 1 ItX >/ )dx | T dt • 0 

V dy dx! 

Oder mit Hilekaieht nnf t 0 


.V dx i Y dy -1 It dr } R dx f T dt dt' - 0. 
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Wir nehmen an, die Diskriminante S 2 — ART der 
quadratischen Gleichung 

(14) Rm 2 - $m + T = 0 

sei von USTull verschieden. Sind iiberdies R und T von 
Null verschieden, so sind die voneinander verschiedenen 
Wurzeln m 1 und m 2 der Gleichung (14) weder gleich Null 
noch unendlich groB, und es ist 


R{m t + m 2 ) = B , Rm 1 m 2 = T . 

Die Gleichung A = 0 zerfallt in die beiden Gleichungen 
dy = m x dx , dy — m 2 <2#. 


Wir erhalten zwei System e yon Charakteristiken, je nach- 
dem wir die Gleichung A = 0 durch die eine Oder die 
andere dieser beiden Gleichungen ersetzen. Das erste 
Charakteristikensystem geniigt den Differential - 
gleichungen 


dz 


(15) 


dp 

dx 


= r + m x s 


j 


dq 

dx 


= s + w&i t 


? 


dr 

dx 


+ m 2 


ds 

dx 


~— m = 
dx 2 dx 


X 
R ’ 



hun^ von m 1 und m 2 erh&lt man 
’eichungen des zweiten Systems 
iken. Da die sechs Differential- 
abhangige Veranderliche x und die 
inderlichen y, z, p, q, r, s, t ent- 


-esetzt. 


§ 20. Die (‘haraktcri.slikcn. 


1(17 


halten, so kann man fiir eine der ahhatigigon Veninder- 
lichen cine willkfirliehe Funktion von x set zen imd d:nni 
noch die Wertc vorschreiben, weleho die iibrigen ahhiingigeii 
Verftnderliehen fiir einen gegebenen Wort, von x anmdmien. 

Wir behalten die Annahme bet, du!3 *S' a 4 R T von 
Full verschieden isf,; die Voraussotzung, dull weder R 
noch T versohwindet, laxsen wir jedoch fallen. 

1st T 0, R alter von Nnil vetwhieden, so zerfallt 
die Gleichung (12) in die beiden Gleiehungen 

Rdy S dx 0 

urul 

dy 0 . 

Man erhsllt ein orates System von Charaktermtiken, (lessen 
Gleiehungen aus den Gleiehungen (Id) dnduroh hervorgehen, 
daQ man die dortigo fiinfte Gleiehtutg duroh 

Rdy -™ 3 dx » 0 


ersetzt. Fiir ein zwoilea System erhftlt. man die Gleiehungen 

F{x, .V . * » P . <1, r, h , (\ o . 
dp O, dz p dx , dp r d.r , dq 


Gd" ){ 


h d.r 


dr 

dx 


1 - 8 


d* 

dx 

dt 


Y + R t* + 8 , 
dx dx 


« 


l>ie vorletzte Oloiehung erhiilt man duroh Elimination 
von a und /? uua den Gleiehungen 

X ”}■ Fa + 8fi » » , 

dr a dx , dn jddx; 

iiimlieh ergibt aieh die letr.to Gleiehung. 

Hat man gleirhzeitig R u, T 0, so hat das erste 
System von (’harakteristiken die Gleiehungen 

F 0, dy 0, dz ptix, dp rdx . dq ndx, 


(td'l 


.v i s 


d* 

dx 


Y •! S 


di 

dx 


U , 
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Die Gleichungen des zweiten Charaktcrist ikonsj s(©itts sind 
( F = 0, d* - 0, dz = qdy , dp = ady , d q tdy , 


(13") 


X+ 8 


dr 

dy 


Y + S 


dx 

dy 


Eine nicht singular© Integralfliieh© 
z = ( P(x , //) 

der partiellen Differentialgloichung (A) enthult 
unendlieh viele Charakteris liken, und zwar, wenn 
S* — iRT von Null verschieden ist, unendlieh viele 
Charakteristiken eines jcden der beiden System©. 
Die Gleichung (12) 

Bd'if - Sdxdy + Tdr- -*■<», 

worin 

d<I> < <I> 

?>== dx’ q " <y ’ 

£S0 <**!> 

r = Jx* ’ * “ dxcy ’ ' < y* 

gesetzt wird, stellt eine Differentialgleicb u n g ©rater Ord- 
nung zwischen x und y dar, welch© in zwei (Heiehungeii 

dy = m 1 (x, y) dx , dy -■■■■■■ m t (x , y) dx 

zerfallt (die im Ealle A 2 - A UT ■■■ 0 idcnti.sch simi). In- 
dem man eine dieser beiden DilTorentinlgleiolimigen infe- 
griert und damit die Gleiebung s ( />(./\ y) vorbindof, or- 
halt man unendlieh viele (von oilier willkiirliehen Konstniiten 
abhangende) Charakteristiken auf der Fhiehe z .</»(.»•,»/), 


§ 21. Ein weitores Kxistenztlieorem. 

An das in § 18 ausgesproehene Kxistenzf heoreni HehhoOt 
sich der folgcnde Satz von Gouraat- an, den wir in $ ”.!2 znr 
Weiterfiihrung der Theorie der Charnkterltdiken bemitzrti. 

In der partiellen Differentiulgleie.hung zweiter 
Ordnung 

( B ) s *~f(®,y,z, p, q, r, t) 

sei f eine analytische Punktion, welehe nich in tier 
Umgebung der Werte w » w Q , y », «/„ , « « *„, ,, - |># , 



8 21. Min wi iliTi** Kxi*feiutlii‘iuvui, | ( ,|j 

'/ <h < r r„ , / I" regular vvrhnll. vv a h rvnd di«* 
partiollo Abloituny 

< r 

1'iir di(‘S(‘ Wi>r(o v«* th<*I* w i n <1 <»(; Or nor guion % woi 
analy t iachi* Fu nk (ionou </{./■) and «,*{»/) #«>«■<• Immi, 
w<‘I('ha boi .»• ,r„ lizw, y //„ regular si’ntl umi don 

(Jloichun^on 

'/ (•'•o) V0/J * . 

7 V,.) /'„ • V'(//„) y„ , 

V 'V„) r„ , »/’"GU 

Mt'nflgcn. Dann wir<l dio DifforontiuljiloiohutiK (Hi 
tluroh etno in dor UmgohunK von ./• ,r„, y »/,. ro- 

KUlaro Funktion s von .r, y bofriodiKf., woloho gioh 
lilr y y u auf f/ (,r) und fiir r ,r„ auf i y(y) rodueiort*)- 
Z«m Bowoiso nolunon wir .r„ O, </„ .... n an und 
notzon 

; 7 (■'•) : vt//t .1 , 

■ t / |l 1 . * *. , </,, , r„ , /,, i , 

go dal! 

/' ( 'i 7 '(•»’) I -I // , 

< i f 

7 , (/ I V'i.ViXAr, 

r 1 ,*• "I 7 • 

< ‘ i * > 

« .‘ f A » 

< X f 1/ 

I ^ X* 


wtncim* iltirrli <li<« ttrult'it nirf* wbitintltnuiini JCu rWJ ““ ** — " 
* ■ H {x) tnnl .** jr u , i yfi/| 
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ist. Die Gleichung (B) gelit in 

fiber, wo die reebte Seite nacb Binsetzung der obigen Aus- 
drficke ffir z , p , q, r , t eine Potenzreihe von 

, Bz' dz' 5V a»*' 

x ’ y ’ 25 ’ HZ ’ Hy ’ ~6x* ’ ~8y* 

ist, welche fur die Nullwerte dieser GrfiBen verschwindet; 
dasselbe gilt ffir.die Ableitung der recbten Seite nach 

av 

8x % 

Wir betraebten demgemaO, indem wir statt z' wiedcr z 
scbreiben, eine Bifferentialgleicbung 

(16) s =f{x, y, z, p, q, r , t) , 

wo f in der Umgebung der Werte x — 0 , V = <■>, sf ■ <», 

===== 0 ? q== 0 , r = 0 , t = 0 regular ist und fur diese 

n /» 

Werte nebst der Ableitung ^ verschwindet. Wir Biichen 

der Gleichung (16) durch eine Funktion z von x, y zn go- 
niigen, welche in der Umgebung von x =* 0, y *** 0 re¬ 
gular ist und sowokl fur x = 0 , als auch fur y = 0 ver¬ 
schwindet. 

Fur diese Funktion ist*) 



Indean man die Gleichung (16) nach x Oder nach y partial 1 
differentiiert, erhalt man 


d z 2 S Z Z 

dx 2 By 1 dxdy 2 


„ _ y^lchen eine Funktion 0 yon x , y far x 

y~Q annimmt, wird xnit (d% hezeichnet. * 







$ 21. Em weiteres K^iHionatheorcm. 


Ill 


(lurch 


f :s ;r i *z 

*>»’ <//« 


und die Abloitungon goringorer ah drifter Ordnung huh- 
gedruckt; man keirnfe also uuch 

/| . 

\ ( X* f If f u 1 \ ( x ( if* t, 

Dureh Fortsotzuug dieses Verfahrenn erhalt man aamt» 
lirhe Ableit ungen 

(. . ) 

(lurch die Opemtionen der Addition und Multiplikutiou, 

Hh 1st m zeigen, datt die Iteihe $ 



konvergiert, weim x und 1 / hinroiehend kh‘in sind. 

Wir nrlumm an, die Reihe Fur die Funkfion f set fur 


X *» , If 


tl % p it 


u % t n 


7 


konvergent und der absolute Bet rag von f m*i in deni an* 
gegebenen Uebiet hcleliHteiw glided M , Die Funktion 

I /», q, r, t) 


I IK) 


.V 


X 


\ 


a !•'!/> 

i# 




wo u \ * 1 int, tali! Hieh in cine Poten/reilie \on x f i/ f 
* * V » 7 * I ent wirkcln, in webdier das komdante (Hied 
und der KocfCi/aetit von r gleieh Null Hind, wahrend die 
dbrigen Koeffisdenten posit iv und nieht kleiner sind abt 
die mitHfiieelieiiden Koeffizienten in der Ueihenentwiekiimg 
diir Punk taut /'. A tin der IMfferentiulgleielmng 

(lb) .V Ylx , ij , z % p % q , r % t\ 
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erhalt man fur e eine Potenzreihe S' von x, y, welche 
fur x = 0 und fur y = 0 versclrwindet und deren Koeffi- 
zienten positiv nnd nicht kleiner sind als die absoluten 
Betrage der Koeffizienten. der ans (16) erhaltenen Eeihe 8 . 

Die Differentialgleichung (19) geht, wenn man fur » 
eine Punktion von u — x txy setzt, in 


( 20 ) 


M a 1 


cc 


B 


d 2 z 
du 2 


« + <x 3 , Jf(l + oc 2 )^d 2 g\- 


B ■ 
M 


+ : 


B 2 


,du 2 l 


u , , M \ dz 

; + s + ( 1 + “)*r 


M 


Q 


■dber. Wir nehmen & so klein an, daB der Koeffizient von. 
—— positiv ausfallt. Die recbte Seite der Gleichung lafit 

dll" (j.y 

sich in eine Potenzreihe von u, e, — mit lauter positiven 

Koeffizienten (ohne konstantes Glied) entwickeln; die Glei- 
ehung kann anf die Form 

d 2 z I dz\ 

!w =<p [ u ’ z ’d^) 


gebracht werden, wo <p eine Potenzreihe mit positiven 
Koeffizienten und mit verschwindendem konstanten Glied 
ist. Die Gleichung (20) wird durch eine Potenzreihe 


( 21 ) 


z = 


d B z \ 
du 3 ) o 


v? ... 


mit positiven Koeffizienten befriedigt, welche fur hin- 
reichend kleine Werte von | u | konvergiert. 

Die Eeihe (21) geht, wenn man u = x -f x y setzt, in 
eine Potenzreihe S" von x , y mit lauter positiven Koeffi¬ 
zienten Tiber, welche in der Umgebung von x = 0, y = 0 
konvergiert nnd der Differentialgleichung (19) geniigt. Die 
Koeffizienten der Eeihe S' sind nicht groBer als die ent- 
sprechenden Koeffizienten der Eeihe 8"; denn die Koeffi¬ 
zienten von x 3 , a? 4 , ..., y % , y ±, ... in 8" sind positiv, 
wahrend die entsprechenden Koeffizienten in S' ver- 
schwinden, und die ubrigen Koeffizienten leiten sich aus 



§22. Inlogralfl&chen, wololje einogegeb«no (Jharakt. enflmlten. 1 | ;t 

den angegebenen dureh Addition und Multiplikation ab. 
Demnacli ist aucli die Keihe 8' nnd weiterhin die Iteihe N 
konvergent, wenn die absoluten Betriigo von as uml p hin- 
reicbend klein Bind. 


§ 22. Integral flilehen, welehe cine gegebcne 
('hnrakteristik enlhalten. 

Eh Hoi jotzfc cine Oharakteristik der partiellen Diffe- 
rentialgleiehung z writer Ordnung (A) gegehen, d. h. cine 
einfaeho Mannigfaltigkeit. von Fliiehenelemonten z writer 
Ordnung (x, p , z, p, q, r, «, /), welehe den (ileiehungen (Id) 
gendgen. Wir fragen naeh den Integralfliiehen, welehe ^ 
die ■’■egebene (iharakterintik enthalten. feZ 

,'enn sick die Oharakteriatik an die Kurve kii 

* - II (x) 


h :■ 

Wmm, 


y 


r** f V-" 

at« 


atiHchlielit, bringen wir dioae Kurve dureh Anwerniu 
Bubstitution ^ 


K Si * « 

auf <iie Form 


h -- y fk) * s * * 


y o 


O ; 


langn dor (’harakteristik ist dann dy 0, d: 


UlS 

0 $gtd:3| 


auf Grand der zweiten, dritten and vierten Gleiehnnfl^f lfui 

U p dx , dp rdx , dq « dx , ^ 

ho dufi die < ileiehungen der ('harokteristik die Form kjw 
halten: © 


p 0 , - <> , p • 0 „ q < q (r) , 

r 0, h ijV), i ■ 

Diene (Ileiehungen gehen durch Anweudung der Substitution 
z" - - z p q (jr) ■■ | p" >p(x) 

in die Form 

(22) p 0, 0, p O. q 0, r 0. «•■*<), f 0 

fiber, welehe wir der weiteren Dntrrauehung zugrunde legcu. 

Wir Huehen die Bedingungen auf. welehe die linko 
Seite F der Differentialgleielmng (A) erftillen mufl, damit 
die Gieiehungen (22) eine Oharakteristik duratollen. Dabei 


Itimi, PirtinM* Olffurtnilialfl^lrlityi^ii 


n 
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nelimen wir an, daB sicli die Funktion P in dor Uingebung 
dor Werto x —y —z—t**=Q regular verhalt. 

Da langs der Oharakteristik dy *** 0 und nach (12) 

Rdy* •• ftdxily *|- Tdx 2 ^ 0 

ist, so muB T = 0 sein. Wenn wir annehraen, dafi S 2 — 4 R T 
an der Slelle x — y — ... — t = 0 nielit vcrschwindet, ho 
ist $ an dieser Stelle von Null versehie.den, und die Glei- 
eimng F — 0 laBt sicli (lurch AufJdsung nach # auf die 
Dorm bringen: 

s ax + b y -| c z -|- dp -| • e q -|~ hr ~| ... , 

wo die wcggelassenen Glicder von hohorem als dem ersten 
Grad sind; ein Glied ersten Grades in l konnnt nieht vor, 
da T fur x = y - • ... t - 0 versehwindet. Wenn man 
x durch x + hy orsetzt, wodureh sieh die Gleiehungen (22) 
nieht; imclern, ftillto das Glied hr fort, und die J>ilTorent J al« 
gleicliung crhiilfc die Form 

f $ r “‘ I fa ? // j ^ i V 7 H i r ? ^ 

\ *= a® + b y •] as I dpd-^qd .... 

Sollen die Differcnthilglciclmngen der ('Minrnktemtiken, <lit fc 
wir jetzt in der Dorm (UJ°) 


Kaj 

if 

O 

dy = 0 , 

(lz . 

V d * , 

dp rdx , 

dq s dx 

of , 

OF , 

f F 

OF 

. r> dr 

ds 

•r~ - 


r . -| 

a 

; /* , r 

< i , 

( X 

1 tiz 

< P 

<>q 

dx 

dx 

OF 

OF , 

fF 

t' F 

< q 

, <ts , t , 

dt 

dy 1 

■ 9 yu 'I 


l Ih , s 

dx 

dx {1 

einfuhren 

musseii, 

duroh 

die <i 

deiehungen (;. 

i~) befnedigi 


werden, bo muB 

vF t F 

dx ^ 1 < // 

Oder wegen F s — f 



of 

< y 


a 
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sein. Die Gleiclmng 

wird 


T 


<F 


ft 



Dio 1’otenwcihe f\x , y , s , p , q , r, t) darf, da dio 
Qlciehung (23) fiir y s p »-■ q r t 0 don Wort 
« ™ 0 ergebon muB, koin (Hied von dor Form 

Konst.*" (n (1,1,2,...) 

enthalten; danaelbo gilt damn fiir \ . Darnit in den Ab- 

df tf vw 

leitungon ^ und ^ , wolehe ftlr y ar . .. 0 

vorschwinden mOsson, kein Ollacl mit x n vorkommt, darf f 
koin Oliod mit yw n und mit tm l% enthalton, Wonn in f 
dio Gliedor mit w n , y x n und tx n (n 0, 1,2 f *,.) fohlon, 
stelleri dio Gloiohungcn (22) wirklioh oino Oharuktoristik 
dor Difforontialgleio.hung (22) dar. 

l>io Kunktion t/>(y) vorhalto sioh in dor Umgebung 
von y ' 0 regular und vorst-hwimlf fiir y 0 uebst ihren 
heiden ersten Ableit ungen. Naeh dem in §21 hewiesenen 
Satzo besitzt dio Different ialgleiehung (22) oin in dor Um- 
gebung von x 0, y 0 regulates Integral z, welches 
Midi fiir y 0 anf 0 und fiir w 0 auf ty(y) reduzktrfc. 
Wir aeigen, dad in dor Potenzroihonoittwic5klnng dieses 
Integrals dio Gliedor mit w n y und iP 1 !/ 1 (n «« O f ! f 2 f ...) 
fehlen. 

Zuniiehst int*) 





f y*A» 




Dutch Differentiation dor Gloiehung (22) 

* ■ fV , 1/f Pt q* r f t) 


x 


*) Pater (v \ wird drr Wert dor PuukUon 7 vcm x , y fllr 

y '* 1 0 v^mtmulvn. 

a* 
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nach ii erhalt man 

' = d £ 4 . K. „ 4 - <2L r .u K. t 

dxdy 2 dy dz ^ dp / dq 

^ ] df e*z ( f <pz 

dr dx* 0y dt dy ! ' 


... ... <7 df df 

Doj fur x y =x 0 sowio / , ^ t ^ 

verschwinden, so ist auch J 


dx dy Jq 


< xt\r U\ 


*Wir nelunen an, es soi 


0 , (/ < u ) 


nnd zeigen, daB dann auch 

f d n * l z\ ( £“+*$ \ n 

\dx n 6yj { ) 5 \8m n dyy (i 

ist. 

Alle Glieder dor Entwicklung der Funk! km f on( • 
lialten eine dor Gr5Ben y , z, p, q, r, t a Ik Faktor, Wonn 
man zur Beroelmung von 

/ » I K 

d.t M Ihj 

die Gleiehung s - /' (»-•■ l)-mal nach * differentiiort., cut- 
ldilt jedcs Glied des ErgebnisHOS o.ino der Orb Lien 


dz d> n z _ d-z ii Rli z 

dy ’ dw n ~ 1 dy ’ d// 4 ’ cV '< 

folglich int 
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Auch alle Glieder des Ausdtucka (24) fiir 
geseben von 


(25) 


df d*z df d [t z 

dr dx-Pii dt dir' ’ 


d'-'z 

disc d-y* 


ab¬ 


out lmlton eino dor Grflflen if , z, />, q , r, l ala Faktor, 
uml wonn man zur Berechnung von 

("b 

i x n d if- 

die Gleichung (24) n 1-mal nach x differontiiort, vor- 
Hohwindon die Glieder wie vorhin fiir x ■-■■■> y~»0. Finer 
boHonderen Priifung bedarf dor Ausdruck (2b). Wenn man 
das Produkt 

df d"z 

dr dx- (1/ 

(n -- l)-mal nao.h x differontiiort, out button alto Glieder 
efne dor Abloitungon 

( -n« <>*>>,; < n ‘-z 

< < i/ ’ < ./•" < if ' < .(■" ' 1 ( (/ ' 


and zwar orsoheint die zuletzt erwUhnte Abloitung init dom 

Faktor . Die Grdflon 
< r 



sind dor VoraunHet suing naoli Full, wir haben goHohon, 
dab auoh 



ist, und wiswon, dad * ^ fiir die Nullworlo dor Argumente 
verschwindot. Dio (>» 1 )-to Abloitung do« Produktes 

df t »„• 

« t d if 1 
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nach x setzt sich aus Gliedern von der Form 


8 n ~ v f d 3+v a 
dtdx n ~ v ~ 1 dy 3+v 


(v=0,1 ,..., n— 1) 


/» 

ziisammen. Ba ~~ ebenso wie f nur Glieder mit einem 
ot 

der Faktoren y, z , p , q , r , t entbalt, verscbwinden fur 
x = y = 0 alle Glieder von 


Qn-v-l 

8x n ~ v ~ 1 \dt) 


Bamit ist nachgewiesen, dafi 


(26) 


C n 2 

dx n 


= 0, 


fin+lg 


= o, 


,8x n By )o 

(n = 0, 1, 2, ...) 


d n+3 z \ _ 
8x n 8y 3 ) 0 


ist. Das Integral, welches die gegebenen Anfangsbedingungeu 
erfullt, gestattet eine Beihenentwicklung von der Form 
(27) z = %(#) y 3 + <Pi(x) y i + 

wo <p s , <p A , ... Potenzreihen von x sind. Demnach ist 
fur y = 0 


z = 0, p = 0, g = 0, r = 0, s = 0 , f = 0. 


Die Gleichung (27) stellt also eine Integralflache der 
partiellen Differentialgleicbung (23) dar, welche die Cna- 
rakteristik (22) enthSlt. Die Koeffizienten der Potonz- 
reihe y>(y) konnen willkurlich gewablt werden, sofern nur 
die Bedingungen fur die Konvergenz erfiillt sind. Es gilt 
also der Satz: 


. Eiae gegebene Cbarakteristik der partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

y,»,P,i,r,8,t)=*0 

gebort unendlicb vielen Integralflachen an, welche 
von unendlich vielen willkurlichen Konstanten ab- 
nangen. 


Integralflachen haben langs der gegebenen Cha- 
rafctenstik eine Beruhrung zweiter Ordnung*). 


Au {Existenztheoreme und Charakteristiken beziehen sidi 

7qOfi ? l° n G J °" rsat ( Bul1 - 1* Soc. math.^de France 

1906, Ann. de la Fac. de Toulouse, 1903, 1904, 1906). ' 



§ 23. (Jharakteriatiken dor Mongo-Amperm'ben (doiehung. 1 \ <) 


§ 21 ). ntaraMerfsf Ikeii tier Mongo-Ainperesrlimi 
IHflVmitiailgletahung. 


Wir boHrhaftigen uns eingehenclor mit einer partiellen 
Differed tdalgleiehung await er Ordnung, welelie in 

bezug an f 

r , 8 , / , rl 


linear i«t, <1. h. mit einer (ileiehung von der Form 
(0) Hr \ 2 H h \ Ijt \ M | N(rt #■') 0 , 

worin // , K , L , J/ , A* von ,r t //, ^ , p , q ubhangen 
( Differ en tialgleieh u ng von A! on go und Am pcMm), 
Wir suchen cine. Integrnlflache m boHtimnien, welelie 
dureli einen gegebenen Ktreifen von Flacdumelementeii emter 
Ordnung gelit; oh Helen also j\ t/ f z % p , q gogtdiene Funk- 
tionen einen Parameters n % welehe die Bedingung 

dz p dx 1 qdif 

erfullen. Urn <lie Werte von r, h 1 t m boreehnon, welelie 
einem Klement den gegebenen Streifens entspreehrn, Itahen 
wir dir (lleirhung ((’) mil don < Ueielmngen 

dp r d.r • 8 dp. 

, d (f s d.r * t dp 

v,\i verbinden. IMiroh Kliminutiou uni r und t erhalf 
man fur s die (lleiehung 

p* q o 9 

wobei geseUt inf: 

| P lid$i‘ J 2 I\ d.r d if | L d.r' „ N(dir dp > dp dq) , 
\ (f - II dp dp i I, dq d.r \ M dsdij j A‘ dp dq . 

Infc P von Null vereehiedeig ho nind r f t eiitdettltg be- 
Htiliiinf; daaselbe gilt naeli § Id mieli von den part teller! 
A bled ungen ludieier Ordnung, ho dab dureh dim gegeheneti 
Btreifen nine Iidegralflitehe eindeutig brstimiut inf. Inf 
P - t» f a her (/ % mi Null vernehieileu, so Hind fur r f #»f 
keine endliehen Werte \orhandeii. Hat man gleielmdllg 

P <>, Q 0, 

ho Mind die pai lirlleii Ablet! tltigeft zueiter Ortltiillig r } # t f 

nielit In' h| iinint; tier gegebene Htreifen wird (limn oin elm- 
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rakteristisclier Streifen Oder eine Charakteristik 
erster Ordnung genannt. 

Ein ebarakteristiscber Streifen geniigt den Gleicbungen 

(29) P — 0, Q = 0 
in Yerbindung mit der Gleicbung 

dz = p dx + q.dy ■ 

Aus den Gleichungen (29) folgt bei beliebigem X 

XP + NQ = (Ndp+Ldx + Xdy)(Ndq + Edy + Xdx) 

-(2 2 + 2 Kl + EL- ME) dxdy = 0 
oder, wenn X eine Wurzel der Gleicbung 

(30) 1 2 + 2 EX + EZ-MN~=0 
ist, 

X P + NQ = (Nip + L dx + X dy) (Ndq + E dy + X dx) = 0 . 

Hat die quadratische Gleichung (30) die beiden Wurzeln X x 
und 1 2 , so gilt die letzte Gleicbung sowobl fur X = X x als 
aucb fur 1 = 4; wenn N nicht verscbwindct und X x , 1 2 
voneinander verscbieden sind, sind die Gleicbungen P = 0, 
Q = 0 und X x P + NQ = 0, X 2 P + NQ = 0 aquivalent; es 
ist also entweder 

' Ndp + L dx + 4 dy = 0 , 

(31) iNdq + Edy + X^dx^Q, 

dz — p dx + qdy 

Oder 

| Ndp + L dx + X 2 dy — 0 , 

(32) | Ndq + Edy + X x dx — 0 , 
l dz = p dx + qdy . 

Ist N = 0, liegt also die in r, s, t lineare Gleicbung 
(CO Er + 2Ks + .TA + M = 0 

vor, so ist 


P = Edy* -2Kdxdy + Ldx\ 

Q = E dp dy + Ldqdx + M dxdy . 
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1st 77 von Hull verscliicdcn, so seien 4 und / 3 die 
bciden Wurzoln dor quadratischon Gleichung 

(33) 77 A* ~2KX + L<~(), 


so daB 


ist. 

(31) 

mul 

(35) 


P - II(dit - A, dr) (dy — 2 a dr) 

Dana zerfallon die Gleichungo.it P-O, Q 0 in 
j dy l l d.r ■ 0 , 

| 7/ /l ( d p Jj d q ) MX l d.r 0 

I dy — A, dx 0 , 

( 77 4 dp + L dq M A, dx « 0 . 


Die Gleiclnmgen (34) mul (35), zu wolchen jedesmal nooh 
die Gloichung 

dz « p dx 4 - qdji 

hinzuzufiigen ist, slellen die bciden System e von Oharukte- 
rlHtiken dar. 

1st 77 0, L \ I), so hat. man 

P d.r ('2, K d >i L d.r) , 

Q d.r(bdq | .1/ dtj) . 

Man hat zwei Systerne von (‘harukteriHtiken mit den Ulei- 
ohungen 


(30) 

und 


j 2Kdy bd.r ... U , 
( L dq + M dy - 0 


( dx 0 , 

(37) I ’ 

\ 2 h dp | Ldq 1 M dij ^ 0 , 

Dio leftdo (lleiolmog ergibt nioh (lurch Elimination von 
h und t nun den dm Gltdchungcn 

2 K h d Li i M - 0 t 


dp a dy , dq t dtj . 

Zu ( 3 B) kommt die Gleiehung 

dz p dx J \ q d if , 

m (37) die Gleiehung 


dz ** qdtf . 
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1st H = 0 , L = 0, so nimmt jede der beiden Glei- 
chungen P = 0, Q = 0 die Form dxdy = 0 an, so dafi 
entweder dx = 0 oder dy = 0 ist. Durch Elimination von 
s ans den Gleichungen 

2Ks + M = 0 , dp = sdy 
b2W ‘ 2Es + M = 0 , dq = sdx 

erhalt man die beiden Systeme von Charakteristiken 


(38) 

und 

(39) 


dx — 0 , 

2 K dp + M dy = 0 

dy^O, 

2Kdq+Mix = 0. 

Zu den beiden Gleichungen (38) bzw. (39) tritt nocb die 

Gleichung _ 7 . , 

da = p dx q dy 

hinzu, d. h. zu (38) die Gleichung 


da = qdy , 

zu (39) die Gleichung 

da = p dx . 

Wir bringen die Theorie der Charakteristiken erster 
Ordnung der Monge -Ampkreschen Gleichung (C) mil/ 
der in §§ 20—22 entwickelten Theorie der Charakteristiken 
der allgemeinen partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung in Ver bin dung. 

Die Differentialgleichungen der Charakteristiken der 
partiellen Differentialgleichung 

•P(®> y, z,P, d,r, s,t)=-- 0 
hatten sich in § 20 in der Form ergeben : 


JF = 0, 

B dy 2 — S dxdy + Tdx 2 •= 0 , 
dz = p dx + qdy , 

< X dx dy + B dr dy + T ds d x = 0 , 
Ydxdy + Bds dy + Tdt dx = 0 , 
dp — vdx + sdy , 

, dq = s dx + t dy . 


(40) 



§ 28. Charakteriatikon dor Mongo-Ampltreschcn Glair,hung. 12.') 
Wcnn 

F « ITr 2 Ks + LI + M + Jf(rt ~ »*) 
gesetzt wml, i»t 

dF 

R - , - IT - 1 ' Nt , 
i‘r 

dF 

.S' - 0 2(if • • .Vs) , 

cF 

T " H -t'+Xr- 

Die zwaite Gleichung (40) wire! hi crunch 
If df -'lKAxdy'\ Ldx- 
+ iV(r-| 2 ndxdjf -Hdj/*) * 0 
odor, da nniliflckaieht auf die beiden let/den Glelchungen(40) 
r 4" is ill • i' t dir ** (r dtr 4 # rfy) -h d\i (s is 4 / dtj) 

dx d p j dji dq 

int- f 

(41) if d tf- 2 7\ dxdp 1 L dx' j X(dxdp , dtjdq ) 0. 

Wenn man din huh den beiden letiden Gleiehungen (40) 
hereehneten Werte von r und l in (G) einsetzt nml die 
Gleidiung (41) bcTttckHichtigt, erhiilt man 

(12) Hdpdp ! Ldqdx 4* M dxdp 4- Ndpdq »- 0. 

Die Gleiehungen (11) und (42), welelm mit den Gleiehungen 
V *■■■* 0 f Q 0 uheieinHfiminen t kfmncn an die Sidle der 
beiden e in ten (flddnmgen (40) geneUt werdem 

An <lie Sidle der dm ensten Gleiehungen (10) set/en 
wir die drei Gleiehungen 

(43) 7* 0 t Q 0 , dz pdx \ q dp 

awDehen x , //, z f |i, q f welelie due GtmrakferLstik crater 
Ordnung definieron, wiihreml zur Definition einer dm- 
rukteristik zweiter Oidnnng m den Gleidnmgen (43) noeli 
die vler lctztcn Gleiehungen (40) hitizuzufugen «ind. Die 
Different inIgleiehungen (43) der rharukterintiken erater 
Ordnung kdiincu wie ohen umgeformt werdem 
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Jede Charakteristik zweiter Ordnung der 
Monge-Ampfereschen Gleichung (C) enthdlt cine 
Charakteristik erster Ordnung. Umgekehrt ist, wie 
wir zeigen werden, cine Charakteristik erster Ord¬ 
nung, fur wolche S^ — iRI von Null versehieden 
ist, in unendlicli vielen Charakteristiken zweiter 
Ordnung enthalten, welche von einer willkiirliehen 
Konstanten abh&ngen. 

Sind n&mlich kings einer Charakteristik erster Ord¬ 
nung x , y , z, p , q als Funktionen einos Parameters u ge- 
geben, so hat man zur Beatiinmung von r,«,t die drei 
Gleiehungen 


(44) 


dp -- r dx + « dy , 
dq — « dx 1 dp , 

. X dx dy + Ii dr <hj + Tds dx 0 . 


da (S. 105) die fiinfte Gleichung (40) cine Folge dcr ubrigen 
ist. Aus den beiden ersten Gleiehungen (44) folgt 

dp — 8dy , dq — 8dx 
,,, ^, 

und aus 

d i p “ r d*x -\- 8 d*y + dr dec -)• d» dy 

erhalt man 

, d*p — r d 2 x 8 d*y ds d y 

dr -=-= • • .. , .- ‘ ■ 

dx 


Wenn man diesen Ausdruek fiir dr in die lotzte Glei¬ 
chung (44) oinsetzt, orseheint ds mit detn Faktor 

Rdy* - T dx*, 

welcher nicht vorschwindotj denn die Bedingung fur das 
gleichzeitige Bestehen der beiden Gleiehungen 

R dy 8 - Tdx* 0 , R dy* - - 8 dx dy | T dx* < ■ 0 

ist 8 s — 4 RT 0. Durch Elimination von r und t aus 
den drei Gleiehungen (44) erldllt, man fur h <lie Differential' 
gleichung erster Ordnung 


(45) 
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aus wclchor sicli s als Funktion von u mit cinor willkiir- 
liehen Konstanten ergibt. Die bciden era ton Gleichungen (44) 
lief or n bierauf r und t als Funktionon von u . 1st der 
Wert von * fur einon liestimmten Wort von u gogeben, so 
sind r, s, t liings tier Oharakteristik orator Ordnung be- 
stimmt. 

Wir k 5 mien dieses Frgebnis an oh so aussproclion: 

Wenn zwoi Integralfliichon dor Mongo-Amp&ro- 
schon (Hoick ung in oinom Funk to oilier ill non go- 
moinsamon Oharakteristik orator Ordnung oino Be- 
ruhrung zwoi tor Ordnung h alien, hah on sie liings 
dor (Hiaraktoristik eino Boruhrung zwoiter Ord¬ 
nung. 

Indom wir dio letzton Siltzo mit dom in $ 22 bewiesenen 
Satze ilber dio Intogralfliichen der allgomoinon Difforential- 
gleichung zwoiter Ordnung durclt oino gogebono Charak- 
toristik vorbindon, erlialton wir den Satz: 

Dureli oino Oharaktoristik orator Ordnung dor 
M o n g o - A in p{i r os o. h o n (Hoichung gob on unendlieh 
viele Intogralfliichen, wolche von unondlich vielen 
willkiir lichen K o ns tan ten abhiingen. 

Donn <li(*i gogebene Charakteristik erst or Ordnung ge- 
htirt unondlich violon (’hnraktoristiken zwoiter Ordnung 
(mit oiner willkurlichon Konst ant on) an, uml dureh jedo 
solehe Charakteristik zwoiter Ordnung gehen unondlich 
vielo Intogralfliichen (mit unendlieh vielen willktirliehen 
Konstanten). 

Kino I nt egralflilche der Mongo-Ampiireschen 
Different ialgleiohung ((’) enthiilt unendlieh viele 
('harakteristiken und zwar, wenn I, und vor- 
sehieden sind, unendlieh vide Charakteristiken 
eiues jeden der boiden Hystemo. Unigekchrt stelit 
jede Fliiche, woldie rv 1 Charakteristiken cities 
Systems enthiilt, ein Integral dar. 

Der erste Toil des Hat zea ist. in dem auf H. 10H aus- 
gesproeheneu Satze filr die allgemeine Differentinlgleiehung 
zwoiter Ordnung enthiilt on. 

Um die zweito Behauptung zu beweisen, nehmon wir 
an, itureh jeden I'unkt tier Ftiiehe s = 0 (j r,t/) gehe eino 
auf der Fliiche gelegeno Churukteristik dea erston Systems. 
Hetat man 
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z = 0(x,y), 

60 

80 

P== ~8^’ 

II 

Cb| 
^ 1 

C 2 < P 

8*0 

820 

r dx 2 7 

8 dxdy 9 

~ dy* 


nnd geht man you dem beliebigen Flackenpnnkte (x, y 9 2 ) 
langs der erwaknten Ckarakteristik weiter, so gelten die 
Gleickungen (31) 

F dp + Ldx + X x dy = 0 , 


nnd 


Fdq + X 2 dx + Sdy = 0 
dp = rdx + sdy , 


dq = sdx + tdy . 

Dnrek Elimination von dp nnd dq erkalt man die Glei- 
cbnngen 

(Ft + Z)dx + (Fs + X 1 )dy^ 0 , 

(Fs+A 2 )dx + (Ft +H)dy = 0, 

nnd kierans gekt dnrck Elimination von dx : dy die Glei- 
ckung 

{Ft + Z) (Ft + H) - (Fs + X x ) (Fs + A 2 ) = 0 

kervor, welcke mit (C) nbereinstimmt. Da die partiellen 
Ableitungen von 0(x 9 y) der Gleichnng (C) geniigen, so ist 
z = y) eine Integralflache. 

Der nnter der Voraussetznng eines von Nnll ver* 
sekiedenen F gefiikrte Beweis laJBt sick anf den Pall F = 0 
iibertragen. 


§ 24. Integrierkare Falle der Monge- Amp fere scheii 
Differ enti algl ei chung. 

^r in besonderen Fallen sind wir in der Lage, die 
Differentialgleicknng (C) durck Znriickfukrnng anf gewobn- 
licke Differentialgleiehungen zu integrieren. 

Wir setzen Yorlaufig vorans, daB F nickt identiscli 
yersckwindet; anf die Abanderungen, welche im Falle 
F = 0 eintreten, kommen wir spater zuriick. 

Wir nntersncken znnackst, ob eine Fnnktion V von 
> z > V, 2 Yorkanden ist, deren Differential dV infolge 
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der Differontialgleicimngon (31) dcs omen Cliaraktoristiken- 
systems vorschwindot. Sotzfc man 


<v . 

n dij 


mid drue.kt man vormiitels der Gleielumgen (31) dz, dp , dq 
dnreh djr 9 dy aus, ho imisson die Kooffizienten von dx 
und dy versehwinden, so dall sich fur V die belden linearen 
partiellon DiHmvnlmlgleiohungen erst or Ordnung ergoben: 


• V 

, rv 

h 

( V 

h 

» V 


< .r 

1 l> <i a 

N 

< P 

N 

<q 

u 

< V 

i V 

X t 

( V 

H 

<‘V 

.0 

<' >1 

1 ( > 

( z 

N 

<i> 

~ N 

<<l 


Haeh dcm in § 5 dargestellten Verfahren erkonni man, 
ob das System (43) gar keiite homing bositzt, Oder ob cine, 
zwei odor drei unablmngige Lbsungen vorhanden Hind. .Dan 
System ( 43 ) bositzt nur dann drei unabhiingigo Ldsimgen* 
wenn es vollatiindig ist, d. h. weim die Gloiehung 

A{IHV)) BIA(Y)) .n 


< -l (//» Bip\) 


*> / 1 « p 

/A I ( V 


(dm* Folge der Uleichungen (43) ist. 

t v a v 

Die Gloiehung (47), weleho weder , noch „ ent- 

7 dm ay 

halt, kaim nur dann indulge der Gloiehungim (43) erfilllt 
sein, wenn ate identisch erlTdlf, wenn also 


m 
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ist. Fur wenn X t = X 2 = —K ist, wenn also die beiden 
Systeroe yon Charakteristiken zusammenf alien, konnen drei 
unabhangige Funktionen V yorhanden sein. 

Sind X 1 nnd X 2 yoneinander yerschieden, so entspricbt 
dem ersten Cbarakteristikensystem das System linearer 
partieller Differentialgleiclmngen (46), dem zweiten Charak- 
teristikensystem das System linearer partieller Differential- 
gleichungen 


am - ™ 

dx 


B'(Y) 


L dV 
N dp 

4 67 
N dp 


Ji dV 
ST dq 
H dV 
N dq 


Wir heben den Satz hervor: 

Verschwindet dV infolge der Differentiailglei- 
cbungen der Charakteristiken des ersten bzw. 
zweiten Systems, so genugt V = V(x, y, z, p , q) den 
Differentialgleichungen (46) bzw. (460. 

Ist V eine beliebige Losung des Systems (46), V' eine 
beliebige Losung des Systems (460, 80 ist 

(49) [V, 7'] = 0 , 


wenn man die in § 17 emgefuhrte Bezeiehnung benntzt: 


ev (dr sv' 


8V' (dr 

L ’ J dp \ dx ^ v dz ) dp \dx dz ) 

'HOXLa. ?I1\ SV'(67 dV\ 

dq\dy ^ dz ) dq \dy ^ ^ dz)' 

Man sieht namlich, dafi der Ausdruck [F, V'] identisch 
verschwindet, wenn man vermittels der Gleichungen (46) 


sv' ( dr _ dr 

dq \dy ^ ^ dz, 


V r V r 

dx ^ dz ’ 


durch 


und vermittels der Gleichungen (460 

dr' , dr dv' dr 

-d^ + v ~d7- 


dnrcb 


ausdriickt. Fennt man zwei Funktionen u , v yon oc,y, 
z 9 f » welche die Bedingung [u, v] = 0 erfiillen, involu- 
torisch, so kann man sagen: eine beliebige Losung V 
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von (40) und cine bcliobigc Ldsmig V' von (460 sind 
in volutoriscli. Ini Fallo m wolehem das 

System (46') mit dem System (40) zusammenfallt, Bind 
zwei beliebige LOsungen des Systems (40) involutoriseh. 

Sind Fj imd K, Ldsungen des Systems (40) oder (46'), 

so 1st aueh 

<nvi, 


wo <P cine willkflrliehe Funktion darstelit, eino solclie Lbsung, 

Die Oleielmng 

(bO) V(*, V, «, 1>, <l) konst. 

wird oin Zwischen integral der partiellen Differenlial- 
glcichung zweiter Ordnung (C) gonanut, wenn sllmtliohe 
1 ntegrale dor partiellen Differentialgleichung crater Ord¬ 
nung (50) (allenfalls von den Hinguliiren Integralen ab- 
gesehon) der partiellen Differentialgleiehung zweiter Ord¬ 
nung gondgen. 

Die Gleicliung (50) ist dann und nur dann ein 
Zwischenintegral der partiellen Differentialglei¬ 
ehung ((!), wenn V dem Syntcm (Hi) oder dem 
System (-lt»') geniigl. 

Zum lleweise beaehfen wir, dull jedos nicht singulaiv 
integral der Diffi‘rentialgleiehung erster Ordnung (5U) 

V(x, y, z, p, q) konst. 

auB au l ihrer Oharakteriatiken besteht, doren Differed tial- 
gleichungen lauten: 


( 51 ) 


dx : dy : ds : dp : dq 


it i' 


i V 


<1 


<v 


(<r av\ (Cv 

Vex ^ cz / ‘ \ < ;/ 


V 


iv 

, : : p . 

vp < </ (p <q \ix ’ * vz j My 

Daw eine Churnkteriatikensyatem der partiellen Differential 
glelehung (<’) hat die Differcntialgleiehungen (52) 

ds pdx qdy U , 
iX dp -1 Ldx i ?^dy O. 

Ndq | /j dx S it dy O . 


<V 


cz 


Das System (4(j) wird erhalten, indent man in den beiden 
letzten Glelchungon (32) fiir da : dy : dp : dq die aus (51) 

Horn, I’«rti«Ue niffttntnttnUttelebttnKM. 9 
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entnommenen Werte setzt. Die Gleiehungen (46) sagen 
also aus, dafi samtliche Charakteristiken der Differential¬ 
gleichung V = konst, dem einen Charakteristikensystem 
der Differentialgleicliung zweiter Ordnnng angehoren. 

1st (50) ein Zwisehenintegral, so ist jede Integralflaelie 
von V = konst., die aus oo 1 Charakteristiken (51) besteht, 
eine Integra.lfl.ache von (C), sie setzt sich also ans oo 1 Cha¬ 
rakteristiken (31) oder (32) der partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung znsammen. Da alle Cha¬ 
rakteristiken (51) den Charakteristiken (32) Oder den 
Charakteristiken (31) angehoren*), so ist entweder das 
System (46) oder das System (46') befriedigt. 

Ist umgekehrt das System (46) befriedigt, gehoren 
also samtliche Charakteristiken (51) den Charakteristiken 
des zweiten Systems an, so besteht jede Integralflaelie 
von V = konst, ans oo 1 Charakteristiken (51), also anch 
aus oo 1 Charakteristiken (32); re ist also anch eine Integral- 
flache der Differentialgleichung zweiter Ordnnng (S, 125). 

Ist in der Differentialgleichung (C) N = 0, liegt also 
die Differentialgleichung 

(O') Hr + 2Ks + Lt + M = 0 

vor, so konnen, wenn H von Null verschieden ist und 
4> 4 die Wnrzeln der qnadratischen Gleichung (33) 

HW-2KX + L^0 

sind, die Differentialgleichnngen (34) des ersten Charak- 
teristikensystems in der Form geschrieben werden : 

d y == 4 dx , 
dz = (p + 4 q) dx , 

M 

dp +X 2 dq + -^r dx = 0 ; 

die Differentialgleichnngen des zweiten Charakteristiken- 
systems gehen hierans dnrch Vertauschung von 4 und 4 
hervor. 

*) I e( l e Charakteristik (51) gehort nnondlich vielen Integral- 
fl&chen von (50), also auch von "(C) an; sie ist folglich anch eine 
Charakteristik von (C). 
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Soli dV infolge dor Gldclmngen (52) versdiwinden, 
so naussen in 

dV 

d 


sv _ , <n r . 


dt 


<ir j , sv , 


wonn man nach (52) dy, dz, dp (lurch dx, dq ersetzt, die 
Kocffiziont.cn von dx mul dq versdiwinden; V muB also 
den boiden linoaron partidlcn Differonlijtlgleidmngen crater 
Ordnung 


(r»3) 


MV) - 

J8(V) - 


dV , 

, (' V 

, * V 

M d v 

dx 1 

dy '' 


II dp ( ’ 

sv 

. sv 

0 


dq 

Sp 1 



genflgen, welcho an die Stello von (4(>) (roton. An die 
Sidle von (4O') troten. die Glcichungon 

OV ( 3 dV . < V M OV 

dx 


(53') 


A'(V) 
II'(V) 


h + (P 4 <l) (h 


H ip 


< 1 , 


dV 

dq 


i, 


dV 


0 . 


Hie bishor Mir don Kail vines nieht vorsohwindonden ,Y 
nufgestdllen Siitzo gelt on auch fur X 0, wie man or- 
kount, wenn man die bisherigon Knt wicklungon in ab- 
gdinderter Form wiederholt. 

Wir wcudcn tins nun zur Bdraohtung von Fiillen, 
in welohen die 1 >ifforentinlgleidiung ((’) integriert odor auf 
cine jmrtiellc 1 )ifferen(ialgloiduuig crater Ordnung zurilek- 
gt«fiihri warden kann. 

Zunhehst sci . X 3 . llesitzen dielinoarou Differential- 
glddumgcn (Mi) zwei unubhiingige Intcgralc 1,, 1!,, so 
ist, wenn <l> cine willkiirliehe Kunktion darstellt, auch 

»*,) 

du Integral. Demnaeh ist auch 

i i v(U ^ f 

wo tp cine willkiiriichc Funk! ion bezeidmet, cin Zwiaeken- 
integnd der jmrtidlcn Differentialgleiohung ((!). Die Inte¬ 
gration dor Differentialgleidiung zweiter Ordnung fat 

8* 
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demnach auf die Integration der partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung 

(54) Pi - <p(F 2 ) = 0 

zurfickgofuhrt. Wird eino Integralflache der partiellen 
Difforentialgleichung zweiter Ordnung gesucht, welcho den 
Stroifen 

20 = /‘i(«)> S-AM , 3> — /*«(«)» 2 —/#(*) 

entb&lt, so muB die Gleiclumg (54) befriedigt werden, wenn 
man fur <r,...,g die angegebenen Funktionen von w 
setzt. Dadurch gehen V l , V, in Funkt ionen F, (u), 1«(«) 
■fiber, und die Funktiou </> bcstimmt sieli aus der Oleieliung 

V ,(«•) - 7>(K,(«)) • 

Hat das System (40) die beiden unablu'ingigen Into- 
gralo V } , V 2 und das System (4(F) die beiden unabhiingigen 
Integrate F,, K,, so hat die Differentialgleiehung (0), wenn 
untor 95 und y> willkfirlicbe Funktionen verstanden werden, 
dio beiden Zwischenintegralo 

(55) 7, - ?(F 2 ) - 0 , Y,-#*)-!). 

Es ist 

(56) [Fj — <p(F 2 ), F 3 -i/-(F 4 )) : =0; 

die Glcichungen (55) Widen also oin Involutions,syst cm, 
welches man nach S 17 mtegricrnn kann. Boreehnot man 
aus den Glcichungen (55) p und q als Funktionen von x , 
?/, a, so ist. 

dp dq 
dy dx ’ 

so daB die Gloicbung 

dz - p (hr j qdy 

vollstfindig integriorbar ist.. 

Bilden die beiden Gleieliungen (16) ein vollstilmliges 
System, was, wie wir gesehen haben, nur im Falle I, 
mfiglich ist, so besitzen sie (lrei Integrale F,, F„, F a , 
zwischen welohen die Beziohungen 

(57) [F n F s ]-0, [F n F 3 ] - 0 , |F S ,F 3 ] U 
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bestehen. Sind <p und ip willkiirlichc.Funktionen, so ist aueli 

(58) [F t -^(F 3 ), F s - V ,(F 3 ] = 0 , 
so dafl die beiden Gleiclmngen 

(59) V x ~<p{V t ), F a 

ein Involui.ionflsyBtom bilden. Dm allgemeino Integral 
diesea Systems, welehea cine willkiirliche Konstante o ent- 
halt ? wird durch die Gleiclmngen 

m V* - o . V t - <p(c) , V, ,p(c) 

dargestellt; denn bereo.hnet man aus dictum dm Oleiohungen 
z, p, q als Funktionen von a>, ?/, so sind die Gleiehungon 
(59) erfiillt, und wegen (57) ist nach § 17 

dg 5z 

Ox “ J P ’ cly “ q • 


Wir nehmon an, (larch Elimination von p , q aus den 
Gleichungen (60) ergebe sicli die Flao.henscliar 

(61) </>(,r, //, <*, 7 >(e), vW) 0 - 


Die Hinhtillcnde dieser Fliiehenschnr, welche man durch 
Elimination von e huh der Gleichung (hi) und der Gleichung 


(62) 


v <1> 

U 


,, , . '"'I* 
d(p(o) q> ^ dy'(o) 




0 


erhiilt, genilgt der Differentialgleiehung (0), deren all- 
gemeines Integral sic darstellt, da sie zwei willkilrlicho 
Punktionen y, tp enthillt. 

lieispiel. Kh scion die Flftehen zu bestimmen, welche 
von den zur ys-Kbeno parallelen Ebonen in Krummungs- 
iinien geschnitten worden. 

Die Krtlmniungslinien einer Fliiche ~ </'(•'', y) ge- 

nflgon der Differentialgleiehung*) 


(») 


\pqr ■ *(1 | p*)| dx* 1- [r(l 4* 9*) - 1(1 + P*)| dxdy 
+ l«(i i- <f) •pqtldu* ■ o. 


*) V. u. K. Kommorell, Raumkumm und FlBohon, Bd. I 
(Sftmml. Schubert XXIX), B. 93. 
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Die Bedingung dafiir, dafi in den Ebenon x konst. 
Krummnngslinien liegen, erhftlt man, indem man in (a) 
dx — 0 setzt, in Form dor partiellen Differentialgleielumg 

(b) s(l + q 3 ) — pqt — 0 . 

Die detaining (b) geht aus (O') hervor, indem man 
!/-=(), 22£-! + «*, L -= —p q , M >■'- 0 


setzt. Die Differentialgleichungen (lib) und (37) der beiden, 
Systome von Charakteristikon sclirciben stall jetzt 


(c) 

•und 

(<l) 


(1 + q 2 ) dy + f q dx ■=* 0 , 
dq 0 , 

dz — p dx — qdy => 0 


dx - 0 , 

(1 + q°)dp -- pqdq -» 0 , 
dz ~~ q dy 0 . 


Die Ausdriicke 

dq, d(y + qx) 


verschwinden infolge der Gleicbungen (e) nnd die Ausdriicke 


dx\ 



infolge der Gleicliungen (d). Die 1 Differentialgleiehung (b) 
besitzt also die bei<Icn Zwischenint egrale 


(«) 


V 1 

1 + q- 


<p' 3 (x)*), y + qz ip(q) , 


wo (p und y willkiirliclie Funktionen sind. Die Gleiehung 
dz pdx -|- qdy 
geht, wenn man darin nach (e) 

(f) p u> ]/l q *. , y V’(?) q z 

setzt, in 

dz -= )/l + 2* • y'(«) dx 4- qy>'(q)dq — g 8 da> qzdq 
*) Statt (®) sohreiben wir 9 <'*(»). 
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oder 


HzH + ,=> . „ 

) l 4 q- 

iiber. lliorauH folgt. 

l '<lV , '(q) dq 


fe) 




J j/l-l-,8 




Wir ftilmrn an Htello von q vine neue Yeraaulerllche a ein, 
indent wir setzon: 


q <\ 

lx 4- <f ' A ’ q " l'l A- 

tind 

>i’(q) ~ d'(<x). 

Dadurch goht (g) tiher in ’ 

(1 >) * - rOO 4 A 0'(<x) - 0(a) , 

wfihrend die saved e (ileiehung (f) die Form annimmt: 
fi) U i AZ 

11 A* 


1 lurch Kliinination von a huh don (lloiehungon (hj ami (i) 
erhiilt. niiin die (iloichung dor gonuehton Fliiolien. 

Boiapiel. Bio, Fliichon, doron Hiinitlieho Punkte parn- 
holiHch aind, goniigon dor Differentialgleichung 

(A) rt #» () *), 

w<*loho huh ((•) daduroli horvorgoht, dad man 
If K L ** M 0, y 1 

HOt,7,t. 

Bio (iloichung (dU) hat. dio, Wurzoln /, 1, 0; dio 

CharaktoriHtikonKyHtomo (111) und (112) fallen zusammon in 


d p 

U, dq 

0 * dz p dx 

qdtj o 

oder 




dp 

0 , dq 

0 , 4(z p x 

qy) <► 

*) Hamuil. 

Hchutwrt 

xxix, h. mi 
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Unter Einfukrung der willkurlichen Funktionen und //> 
hat man die beidcn Zwischenintegrale 

(/?) q = <p(p) , z — px — qy = y(p) . 

Das Tnvolutionssystem (fi) liat das Integral 

j) — c , q — 95(e) , z — c x — cp (c) y — 1 p(c) *= 0 

mit der willkiirlichen Konstanten 0 . Die Einhiillcnde der 
Ebenenschar 

z — ex — q>(c)y — 1 p(c) =* 0 , 

welche man durch Elimination von c a us diescr Gleichung 
tmd der Gleichung 

x -i ■ y <p'{c) + y'(c) — 0 
crhalt, stellt eine abwickelbare Flacho dar. 

S 25. Die Differentialgleiclmng der Mmimalflllchen. 

Eine Minimalflache*) ist durch die Eigenschaft 
charakterisiert, dafi in jedera ihrer Punkto die Summe <ier 
Hauptkrummungsradien verschwindct. Diese Eigenschaft 
driickt sich durch die Differentialgleichung 

(63) (1 + q*)r — 2p qs + (1 + p*)t 0 

aus, welche zwar die Form (O') hat, aber nach der in § 24 
dargestellten Methode nicht integriert werden kann. Wir 
integrioren die Differentialgloichung (03) nach einer Methode 
von Ampbre. 

Hack (33), (34), (35) sind, wcnri man 
w =“ ^1 -+■ p 3 + q 3 

setzt, die Di fferentialgleichungen der beiden Systeme von 
Charakteristiken: 


(64) 


ds - p dx — qdy 0 , 


dy +• 


■t w 


P«__ 

i + 2 s 


dx 0 , 


F H- s* 


*) Vgl. V. u. K. Kommoroll, Eaumkurvon und Flttchun, 
Bd. II (Samml. Schubert XLIV), 8.125. 
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dz — pdx — qdy -• 0 , 
p q + iw 

(65) | •' l + fl* 

pq — ito 

r p - 1 + ,* ** • °- 

Dio lotzto Gloicliung (64), die. sicli in dor Form 

- " 

schreibon 1ft St, besitzt das Integral 

p q + iw , 

-- konst.; 

1 + 2* 

das Integral der lotzten Gloicliung dea Systems (65) ist 


pq iw 

1 + q* ' 


konst. 


Wir lconnon mir jo cine Funk!ion, doreti Differential in- 
folge, der (Heielituigen ( 61 ) bzw. ( 65 ) versehwindet, und 
kfmnen also die bisherigo Methods zur Berechnung einos 
Zwisoheilintogmls mit einer willkttrliehen Funktiou uiolit 
anwenden. 

Wir driicken x, i/, z durch die beiden unubkftngigen 
Verftnderlichen 


p q +1 w 
1 + q* 


pq — iw 
1 + 2 *“' 


huh, so daQ filr das crsto Charakteristikensystem a und fiir 
dm zweito jl konst ant ist. Dio Differentialgleichungen der 
Gliarakteristiken lasson sich nun folgendermaQen sehreibon; 


< .¥ , a <'* 
a/i '*** op 


p q + i w x (1 -j- g*) - 0 


(67) 


(<x konstant) 
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und 


( 68 ) 


dz 

doc 

By 


V 


ax 

da, 

dx 


ay 

~ g n 

doc 


• o, 


5* + * 5<x 


P? 


- <> , 

w — /f(l + q~) 0. 


(/>’ konst ant) 


DioKoordinaten oo,y,z eincsPunktes einorlutogralflaoUe*) 
und die zugehorigen Werte von p, q irriisscn don s&ml- 
lichen seeks Glcicliungen ((>7) und ((>8) gonugon, worin a 
und /? als veranderlich angesolien wordon. Fur .r, //, z 
hat man die Piffcrentialgleicliungon 


p y 

da 


+ a 


doc 


dy a* 

dft ^ ' dfi 


<>, 

0 ; 


differentiiert man die era to dioser beidon Gloichungen naoh // 
und die zweite nach <x , so orh&lt man 



B*y 8%x 

8 a 8ft + a deed ft “ ° ’ 

z*y . R ,, 

da dfl P dad/S ' 

Oder 

< -x 

f7« tl/» ' " ‘ 

Hiernach ist 

X <p (a) -|- tjl (/}) , 


wo 95 (a) und y>(fi) willkurlichoFunklionen darstelleu. Nun 1st 

» ( yi P'!'"($), 

also 

y — ?>(«) — « 9/(a) 4* v (/0 - /? • 


*) Die IntegralfWche enthftlt (8 23) no 1 rhitrakh-mtikcit .-iiies 
jeden der boiden Systeme. 
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Die Gleichung 

dz ~ p dx + gdy 

geht, wenn man fur p und q die aus dorlotzten Gleichung (o7) 
und (68) bereclmeten Werte 

p (/\* +1 — «//i* + 1 (/«-•*•!-3 *'/»* +1 

p '“* ft-n ’ 7 /*■• « 

sotzt, iiber in 

— i/a 2 + l< 7 >"(ft) dm -| ■ i |//T~ 1 ip"(/i) djl ; 

die Integration ergibt 

z-^if foe* + 1 </"(*) doi + t [ ip* -j-1 y"(P) dp . 

Die Difiorontialglcichung ((■>.'!) hat also das Integral 
• x </>'(*) + v'(P) , 

((> 9 ) ■ ?/ - </'(«) -• « (p'{a) + >j>(P) p i/(p) , 

, 2 if i^ -I- 1 r "(*) dA 1- t f )'//* ! 1 ./•"(/•’) dp . 


S 2<i. Dio lineare partielle Dift’erentialgleichung 
zweiter Ordnung. 

Kinon speziellon Fall (lor Mongo-Ampbrosehen Glei- 
oh ung hildot die linenreDlfferentialgleiclmng zweiter Ordnung 



doron Kooffizienton A , .. ., F nur von x, y abhangen. 
Wenn man an B telle von .r, y none unabhiingigo Ver- 
iinderliehe S, tj oinfiihrt, geht die Gleichung (1)) iiber in 
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wobei A', .E', F als Funktionen von $, >/ aufzufassen 
sind; es ist 

A ' - A (s) + 2 5 II sf + 0 (If) ’ 

r-A*i*L+sB p. + «.W + cU.p , 

dx dx \dx dy 6 y dx/ ay oy 

™ C--A^ + 2B^ + C(^f, 


I3'“= A v 


■ lB p + „pl + „p + ssil 

dx By dy 2 ax (if 


Sind B 2 — AO und A von Null verscliieden, so hat 
die quadratische Gleichung 

(72) AX 2 -2BX + C ^ 0 

zwei verschiedene Wurzeln X t , Aj , und es besteht die 25er- 
legung 

A «® + 2 B uv + Ov 2 = A (w + A t t>) (u -f A, v) . 

Die partielle Difforentialgleichung 

™ *(%)'+** 

zerfallt also in die beiden Gleichungen 

tC~ n 

mit der LdSung cp »= £(x, y) und 

8( P 4. j d *P n 

dm + 4 dy ~ ° 

mit der L5sung <p «* Dann ist 

d$ dr) d^ 

dm 8y Wy dm 







§ 26. Die linear© Differentialgleiohung zweilor Ordnung. 141 


von Null verscliiodon, so daB wir |, jj als none unabliangige 
VerSnderlichc einfiikren konnen. Es ist jetzt A' -= 0, 
O' 0, aber 


\dx T 1 (iy) \Sx 

von Null verscliiodon; dividiert man dio transformierte 
Gleichung durcli 2 B', so orh&lt sio die Form 

S*z Oz Oz 
_ + a _| + & ^ ::+cs 


(E) 


0£0y 


0 


it] 


wo a, b, e Funktionen von £, »/ Bind. — 1st A *»(), aber 
V von Null verschieden, so erhiilt man dasselbe Resultat, 
indem man dio Kollo von so und y vorfcanseht. Im Falle 
A 0 ,0 = 0 hat die Differontinlglciclrang von vornhoreiu 
dio Form (E). 

Ist B* A C 0 und A von Null vorschiedon, bo 
kbnnen wir setzen: 


A <u* + 2 Bu v + Ov* - A (« ?. o)* ■ 


os ist also 


.1' 

.4 ! 

(•" 

-i- x\ * 



\( X 

<!/ 

B' 

A 


-(•• l 



\vx 

c)y 

O' 

A i 

(''/ 

\Bx 



Vorstohtman unter </ y {.r, y) eine Ldsung der Differential- 

gloiolmng 

t tfl 

Pm 




< ! y 


o 


untor i(x, y) nine Funktion, wolcho diosor Differential- 
gleichung nieht goniigt, bo iat B' 0, O' 0, wiilirend 

m ) Auf tlt'i* mditou Boilo Mtvht Etinttchst dm wtnltsri? Gfllitd 

wulohott Wi <l«r Kotroffomtn Wahl von I und q v#»eliwlnd#t 
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A f von Null verschieden ist. Die DifferentialgleiclmiiK hat 
also die Form 


02 ? VZ 
+ « . 


wo a, b, c Funktionen von $ , ?/ Bind. — -4 mid 0 kttnuon 
nicht gleiclizeitig versehwindon, wcil dann auch B ver- 
scliwinden muBte. 

Dureh Transformation der unabhangigen Vor- 
anderlichen y l&fit sich die lineare partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 



arif die Form 


dxdy ^ (l Px 


oder au£ die Form 


<'z . 

a €x +b dy 


bringen, je nachdem B 2 — A€ von Null vorschieden 
oder gleich Null ist. 


Die lineare Differentialgleiclmng 

(D) Ar + 2 B it + Ct + Bp + K q -( Fz 0 

gekt aus der Mongo- Ampbreschen Gleiohung (O') hervor, 
indem man 

H - A , K - -B , L (!, M D p \ F q\- Fz 

setzt. Die Oharakteristikon crater Ordnung der Differential 
gleichung (D) haben nach 8. 120 die I (ifferentialgleiehungeu 

(74) A dy* - 2Bdxdy | ddx* 0, 

(75) A dp dy Odqd.r -f (Dp -| F q | Fz) dxdy 0 , 

(76) dz *--■ p dx -f- qdy . 

Da die Gleicbuug (74) nur x, y entltii.lt, so kuna nio 
unabkangig von den iibrigen Oloichungen integriert. werden. 
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Wenn wir tins die Kaumkurven, welebe die Tracer der 
eharakfceristischen Stroifen erster Ordnung bildcn, auf die 
a;//-Ebono projiziert donken, erseheinen als Prcjoktionon 
ebenc Kurven, welebe der Gleiehung (74) geniigen. 

In der Theorie der linoaren partition Diffc- 
rentialgleie.hungen (D) werden die Kurven in der 
,r//- Fbene, welebe der gowdhnliehen Differential' 
gleiehung (71) 

A dji* 2 H dx dtf -[ O dx* - 0 


geniigen, als Oharakteristiken bozeiehnet. 

1st f/> eine Funktion von x , //, welebe der part iellen 
Difforantialgleiehung erster Ordnung (7.4) 


A 


< <r 

< X 


n 


< ! <•/» 




D(j> 
< if 


0 


geniigt, so stellt die Gleiehung 


7 '(.r, //) konst 

eine Ohara kferistik dar; «knn kings der durelt diese Glei¬ 
ehung dargestellten Kurve ist 


odrr 


( (i r (/ 

/ tlx -! f da o 
< x i if 


«’</■ . i 7' 

< x f if 


dji : dx ; 


mit der Gleiehung (74) ist also aueh die Gleiehung (74) 

erf illlt. 

Im Kalla /r* .1 0 . 0 haben wir oben die Gleiehung (74) 

in die heiden Gleiehnngen 


and 


< 7 


t x 

! '*> , , 

t 7 * 

! /•, ' 7 

f ,r 

( // 


0 

u 


zerlegt mid als ueue Veriintlerliehe eine I staling c £(#, if) 
tier ersten and eine lataung 7 tj{x< //) der awaiten Glei¬ 
ehung eingeftihrt; die Kurven £ konst, und 7 konst, 
si ml die f Imriiktertatiken, 
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Im Falle B 2 — AG = 0 lieB sicb die Gleicbung (73) 
durcb eine Gleicliung 

^ + l^~ 0 

ox oy 

ersetzen; die eine neue Veranderlicbe = rj(x , y) war eine 
Losung dieser Gleicliung; die Cbarakteristiken sind jetzt 
die Kuryen rj = konst. 

Die Differentialgleicliung 

(E) $ + ap + bq + cz = 0 , 

wo a, l, e Eunktionen von x, y sind, geht aus der 
Gleicbung (O') bervor, indem man 

H = L = 0 : 2K = \ , M — ap-^-bq + cz 

setzt. Die’ beiden Systeme von Charakteristiken liaben 
die Differentialgleicbungen 

(77) dx — 0 , dp -f (ap + b q + cz) dy = 0 , dz — qdy 
und 

(78) dy = 0, dq + (ap + bq + cz)dx = 0 , dz = p dx . 


Damit dV(x, y, z, p , q) infolge der Differentialgleicbungen 
(77) des ersten Cbaraktefistikensystems yerscbwindet, mufl 


6V dV dV 

1¥ + q-2 7 -(ap + hq + cs) J¥ = 0 


sein. Besitzen die beiden linearen partiellen Differential¬ 
gleicbungen (79) auBer V = x eine weitere da von unab- 
bangige Losung, so muB diese wegen der ersten Glei- 
cbung (79) von q unabbangig sein. Soil 

r ■= A®, y, v) 

der z-weiten Gleichung (79) genugen, so mufl 



(80) 


§ 27. Mothode von Laplaco. 


sein. Diese beidcn Differcntialgleichungen, in wclchen 
wir w als Parameter, y,z,p als unabhangige Veriindor- 
liche auffassen, besitzen nur dann cine gemcinsame Lb- 
sung V, wen n 

A(B(V))-B{AW) 
identisch versclraindet, d. h. wcnn 

O t 

(HI) [ +ab-e 0 

<’?/ 

ist. Dann bosifrzt das System (80) die boiden unabhangigen 
Lflsungen 

7 f & i y i % * v) i 

und die Differentialgleichung (E) hat das Zwischenintegral 
(82) f(x, y , z, p) - ~.<p{p), 

wo </' eine willkiirliclio Fnnktion darstollt. 

Ebenso findct man, daB oin Zwisclicnintegral dor 
Gleichung (E) von dor Form 

(NO) /'(.«',//, 2 , </) 7 ( 1 /) 

mit. dor willkurliehen Funk (ion </ vorluinden ist, wonn 


( 84 ) 

ist. 


< it 


j ab c 0 


s 27. Methode von Laplace*). 

Wir Hid/.on 


( 85 ) 


h \ a -) ab r , 
<hr 

l * l> ! I 

k ab a. 

('V 


Die Oleiehung (E) schrciht. aich in der Form 

(*" !«*)-( b(^“ -faz) hz i) 
t x \< y 1 V vy i 



Vgl. Darboux, ThiWiu K&itfralt* don nurfucm, Bci £1, 
(au&or dm genarmton Wurkon von Uourgat und Forsyth). 


Horn, Partial!* Dlifar*nti*lfrl*!ehun|(#ii. 10 
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Oder, wenn 

da 

( 86 ) ti— a -\-a* 

gesetzt wird, in der Form 

(87) f^ + bz, hz O. 


1st h — 0, so hat man die Gleichung 


mit dem Integral 


U #1 
dir 


bz x 0 



wo Y eine willkiirliche Funktion von // darstellt. 55ur 
Bestimmung von z hat; man jetzfc die (Heielmng 


da 

dy 


a z 


= Ye /“"; 


aus dieser linearen Differentialgleichung erstor Ordnung 
mit der unabhiingigen Veranderlichen y bereehnet man 

(88) « ~ + [YeJ (,ulv h ' u Un\ , 

wo X eine willkurliehe Funktion von x darstellt. lui 
Falle h — 0 laBt sieb also die (Ueie.hung (K) dureh Qua 
draturen integrioren. 

Ahnlieh findot man, wenn k 0 ist, 

(89) 8 - n' /* rf i Y ■ h / A' ef { " dx '" dy) dx\ , 

wo X eine willkurliehe Funktion von ;r und Y eine will- 
kurliche Funktion von y darstellt. 

Wir setzen jetzt h von Null versehieden varans. 
Wenn man z aus den Gleiehungen (H(>) und (87) oil- 
miniert, erh&lt man Mr z t die Differentialgleichung 


d*z x 

dxTy + a ‘ 


3 2, 

(V 


+ 6 , 


3*, 

B y 


o, 


(90) 
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wo gesetzt ist: 


(91) 


' 

a \ 

- 6 , 


fl log7i 
fly 


, 5loffA 

" <v 


A us oincr boating 2 dor urapriinglidion Gloidiung (E) or- 
gibt nidi vermflge. (80) cine Lasting s, dor Gloidiung (90); 
umgekehrt folgfc ana cincr Routing 2 , dor Differcntial- 
gleichung (90) vermfigo (Ht») die Ldsung 


<3 z, 
flr 


6 *i 


h 


dor urapriinglichen Gloidiung (E). Dio Integration dor 
Gloidiung (90) tnid dio Integration dor Gloichung (E) Hind 
alao iiquivalente Aufgabon. Hotzt man 


(92) 


ho ist. 

m 


1 ' ,ft i 1 1 

v i t .-I rt,V G , 

, < >>i 

k \ , (/ : V'i g. 


A, - 2 A 

ft, ft » 


ft 


e- log A 

r;r f // 1 


Wenn mao 


(H(S') 


Sz 

Ox 


Metzt, nimmt- die Diffaroatialgloidmiig (K) die Form 

*1 ^ 

(H7') ‘ ! «2 , lez 0 


an. I lurch Elimination 
Different itdgleiehung 


(90') 


(' "i * 

lx dp 


VT 


von z erhiilt man fiir z 

4- ft # 1 -j- f * ff . ms 0 « 

(If 


die 


10 * 
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W0 t «-! 

(91') . 

. c -i 

ist. Weim man 


c -- 


t) logfe 
'" 5 ® ' 

dl 


+ 


dy 1 5* 


dlogfc 

Sx 


(92') 

setzt, so ist 
(93') 


A-i 


dx 


+ a il> i c ii 


i.< ** J. 4 * <t | i | 

(l;|/ 1 1 




<'■ log A’ 


J — « «v .’ '« .” n <\ 

i 

Die GrdBon 7* und k Bind von Darboux als Iu- 
varianten dor Differentialgleicliung (10) bazeielmet worden. 
Die Substitution 

* — *(«» y)'*' 

fulirt die Difforentialgleiobung (E) iiber in die Gloichung 


(91) 

mit don Koeffizienten 


d 2 z' , dz' dz' 
a A + a' -v- + V , 4- o'z - 0 

ox dy ox dy 


(95) 


/ * 
a a + - 


logd 

Tty" ’ 

1 < f X 

, , <>logd dlogd , 1 in 

c = c +a -•&.. . 

dx < ! y a. ox Oy 


und den Invarianten 

fft,' is»- 


( 96 ) 


A'. 


£a' , 

• s +.*-. 

A, 

<?&', ,,, 

-s-- -j- a 6 <• - 

dy 

A: . 
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Die Invarianten von (94) stimmcn also mit denjenigen 
von (E) uberein. 

Wir zeigen auch umgekehrt, dafi sicli zwoi Glei- 
chungen (E) nnd (94) mit clenselben Invariantcn dureh 
ein© Substitution inoinandor uberfuhren lassen. 

Wenn niinilich die Gleiehungen (9(!) 


da' , 

di 4 


a'b'~o' 


da 

dot 


a b e , 


db' 

dy 


+ a'b' 


db 

dy 


a h .- o 


bostchen, so ist 

da' da db' db . 

dx dx dy dy 1 

wenn man 


d log X 
dy 


a' a , 


d log! f , 
dx 


md/d, so ist die Iutegrabilitiitsbodingung 


( < log/. ( v log/ 

< x < y < y < x 


erfuHt, nnd man bat 


(97) 


X ,, ^JlO' * tj£ * K «) { h\ . 


dieser Wert von X geniigfc nicht nur den beiclen ersten 

Gleiehungen (95), sondern, wie man (lurch Nacbreelmen 
zelgt, rntch der dritten, ho duB die Gleiehungen (E) und (91) 
dureh die Substitution z lz f zuNammcnimngon. Wenn 
man zwei lineure Gleiehungen, welch© dureh cane Sub- 
Ht ituticm von der Form z lz f auseinnnder hervorgehen, 
kIh voneiimnder nieht vemrhieden ansioht* so iafc eine 
linenre I different iulgleiehung von der Form (K) dureh ihre 
invariant©!! beHtimmt. 

Die I different inlgJeiehungen (E), (90), (90"), die von 
s f Si f z , befriedigt werden, Inihrn bzw. die 1 ovarian ten 
A, k; A,, k t ; h ,, k ,, welehe dureh die Gleiehungen (93) 
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und (93') verkniipffc sind. Wenn man auf die I Afferent ial- 
gleiclmng (90) Mr z l die Transformation 

anwendet, erlhilt man, da wegen (87) 

Z Jh Z 

ist, eine Gleiclmng, welehe als von (E) niclifc vcrsehiaden 
zu betrachten ist. Ebenso evlialt man, wenn man die 
Substitution 

, ds. i 


dy 


+ a ; 


auf die IMilerentialgleiclumg (9()') fur z , anwendet, wegen 
z'=kz [vgl. Gleiclmng (87')| eine DiHerentialgleichung, 
welcbe von der Gleiclmng (E) fur z nieht versohieden ist, 
Setzt man 

p) /V 4 
v ^% \ 

'-azi , 


( 86 ") 

nnd 

(86''") 








(i-o 


+ bz 


ds n w 11 ’ 
so hat man die Bifferentialgleidmng 


(i *■ l, 2 1 ,,.) 


f) ,y> /) >/ “■!” a * P >. ;i.. "I ^ 


0 


(90") 

e.r o'?/ ' ’ e.r ’ ’ r // 

mib den In varum ten h und die I >ifferen(ialgleie!mn^ 

mit den Invarianten h k , , und zwar ist, 

U-2J, ,-i., , ' 

1 \ =--■ h | 


(93") 

und 


< \r ry 


(93 w ) 


l /».£=* |) , 

I ft i —■ 2 k. (,• ^ /( (l 


< 2 log A* „ „ 
<■ < >1 
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Wir haben gesehen, dafi eine Differentialgleichung (E) 
mit einer versehwindenden Invariante durch Quadraturen 
integrierbar ist und dafi dies auch £iir die Differential- 
gleichungen gilt, weiche aus (IS) durch eine der Sub- 
Btitutionen (8(5) and (86") orhalten warden. 1st nun an ter 
den Differentialgleichungcn fiir die Funktionen z, z t , z $J 
eine Gleichung mit einer versehwindenden Tnvariante vor- 
handen und ist die I )i f ferent ialgleichung fiir Z{ die erste 
derartigc (Ueichung, so ist -0*); (hum JiiBt sich aber z* 
und damit auch z t -. z t , z durch Quadraturen dar- 

Htellen. Wenn sich unter den Differentialgleichungcn fur 
z, z ,, z 2? . *. eine mit einer versehwindenden Tnvariante 
befindet und dies z tiers t bei der GJaichung fiir z..t zutrifft, 
so ist k i 0; dann laBt sich z { and schlieBlich auch z 
durch Quadraturen bereehnen. 

Beispiol. Die Differentialgleichung 


1 

(1 if .r if 
hat die 1 nvarianten 

h k 

l>urch die Substitution 


(dz <)z\ 
\<\r ' fu/ 


(•'■ >/)■' 


Vlf X If 


erhiilt man die Gleichung 

\ (hr 1 (if) 1 (,r •.. if)- 


' ^ 1 


< x ( if x if 
mit den Invarianten 

h x 0 , /*, h 


und mit dem Integral 

-rW l hi itYdy 


*) Win* kt (K ho hilt to wi*gc*ti k t h t * notion die Difie- 
ronlmlgloirimng fdr 2 t i eine vtnwhwmdende Invariants 
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wo <p{x) und willkurliche Funktionen sind. Wenn 

man cp^y) = y> m (y) setzt, kann man die Quadratur aus- 
fiihren; man erhalt 

_ 2 2M±£M + 2 w + ( * _ . 

x — y 

Daraus folgt das Integral der ursprunglichen Gleichung 
z = (x — y) {y>'(y) — cp\x)) + 2<p(x) + 2 > 

wo cp{%) and t p(y) willkurliche Funktionen sind. 

Bemerkung. Wahrend sich die Integration einer 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung stets auf 
die Integration eines Systems gewohnlicher Differential- 
gleichungen zuriickfuhren 3a£t (§ 11), konnten wir die Zu- 
ruekfuhrnng partieller Differentialgleiohungen zweiter Ord¬ 
nung auf gewohnliche Differentialgleiohungen in §§ 23—27 
nur unter besonderen Bedingungen vornehmen. Bine um* 
fassendere Methode zur Integration partieller Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung, welche denselben Zweck 
verfolgt, aber auch nur bedingungsweise erreicht, ruhrt 
von Darboux her. In betreff der Darbouxschen Me¬ 
thode, von deren Darstellung wir aus Mangel an Baum 
absehen, sei auf eine Abhandlung von Darboux*) und 
auf die S. 92 angefiihrten Lehrbiicher **) verwiesen. 


*) Ann. de TEc. norm., 1870, S. 163If.; Anhang III zur dent- 
schen Ausgabe des auf S. 36 ziiierten Buches von Mansion. 

**} Goursat (Kap. 6, 7); Forsyth (Kap. 18). 
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Linear© partielle Ditferentialgleichungen 
zweiter Ordmmg, insbesondere liyper- 
bolische Di fferentialgleiclmngen *). 

S 28 . Cliaraldoristiken nnd Normalformen der linearen 
part iel Ion Oifferontialglelchung zweiter Ordmmg. 

Wir betrachton im folgondon die lincaro par tiell o 
Difforontialgleiclumg zwoito.r Ordnung 


(A) 



<'*z 

-I- n - .. . i_ o 

<’X ciy ( y~ 


i 1 v 

' * <v 

/> i /-: 

< X 1 11 / 


p 


0 , 


deren ICoeffizienten .1, /<’ in einein gewiasen Gebiet. 

der x >/-Fbene ntetigo Funktionen der reellen Verftnder- 
licluiti x , ,v wind. Wilhrend binder din anftretonden GrdBen 
komplox aein durfton und die Funktionen ala analytisoh 
vorauHgesetzt wurden, aetzen wir im folgendon**), soweifc 
nie.hta anderea erwiUmt wird, alio GrfiOen ala reoll voraus; 
von den nuftretenden Funktionen gebon wir jodeanml an, 
welcho Bedingungen aie in llinsicht auf Stetigkoit und 
Differentiierbarkeit erfullen aollen. 

Wir fiiliren zunitehat, die Cbarakteriatdkon der 
Difforentinlgleiehung (A) unabhiingig von den frQheren 
llnterHuelmngen {§ 2(5) ein. 

Liinga einer in der a?y-Kbone gegebenen Kurve' fS 
,'s <>s 

aeien die Worte von z. , vorgeachrieben. Wenn aioh 

f X (1/ 

Vgl K*i/yklo|»!iilio <l<»r ninth. Wihh. II A, 7 e (Hornmerfeld) 

/u uml /.um VII. Ahsohnitt. 

♦n In dt*n AbHohnitt^n IV.-VIIt. 
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x, y beim Eortschreiten langs der Kurve CS urn dx bzw. dy 
andern, miissen die vorgeschriebenen Werte die Bedingung 
erfiillen: 

7 ds a dz . 
dz — a, dx + dy . 
dx <y 


Wenn eine Losung z von (A) vorhanden ist, welche 
nebst ihren partiellen Ableitungen erstcr Ordnung I&ngs (5 
die vorgegebenen Werte annimmt, so miissen die partiellen 
Ableitungen zweiter Ordnung in einem Punkt von IS den 
folgenden drei Gleichungen geniigen: 



dx- 


dx „ “ dy 
i x < y 


(1) 


- 

<y 
d*a 
dx dy 


dx dy 

c)s 


dx l fj ~dy, 


^ erf f) 

A M+ 2 It e*e.y +a Slf *-'- J> e' + l,; p 


y 


Pi 


Es ergeben sich bieraus bestiimnto etidliche Werte fiir die 
partiellen Ableitungen zweiter Ordnung, wenn die Deter 
minante 



dx, dy , 0 
0, dx, dy 
A, 2 B, G 


Ady a 2 Bdxdy 1 €dx* 


von Null verscliieden ist. 1st jedoch kings der Kurve 0 
A — 0, so sind die zur Bestimmung der partiellen Ab 
leitungen zweiter Ordnung dienenden Gleichungen (1) en( 
weder nicht vertraglich odor niclit umibhiingig. 

. Die der Gleichung 

(2) A dy- 2 B dx dy -1- G dx- . 0 

genugenden Kurven in der .rj/-Rhone bilden die 
Cbarakteristiken der liuearen partiellen Diffc- 
rentialgleichung (A). 

Die Gleichung (2) liiQt sich, je naehdem in einem ge- 
wissen Gebiete der x y -Ebene B* - A G positiv oder negativ 
ist, auf reellem odor imagin&rom Wege in zwei in beztig 
auf dx, dy linear© Gleichungen zerlegen. Rs gibt also 
zwei Scharen von reellen odor imagin&ren Oharakteristiken; 
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durch einen Punkt des bctreffenden Gebietes geht cine 
OharakteristikjederderbeidcnScharen. ImFalle IP—AO ^0 
ist A das Quadrat eines in dx, dy linearen reellen Aus- 
drucks; es ist cine einzige Schar von Charakteristiken vor- 
handen. 

Dio Difforentialgleichung (A) heiJSt in einem 
gowissen Gebiete dor ^?/-El>eno hypcrbolisch, 
elliptiseh odor paraboliseh, jo naohdom in diesem 
Gobioto IP—AC positiv, negati v odor gleich Ntill ist. 

Untor Henutzung dieser Ausdrueksweiso kbnnon wir 
sagon : 

Kino hyporbolische Diffcrentialgleiohung be« 
sitzt zwoi Scharon roeller, cine elliptische zwei 
Seharen imaginiiror Oh arak tor ist ikon; bei einer 
parabolischon I)ifforontialgleichung ist nur aine 
Schar roeller Gharakteristikon vorhandon. 

1st /** - AO <>0, so hat die Gleichung (vgl. § 26) 

(3) A X* • 2/il + fi-0 


zwei verschiodone, roello odor konjugiort komplexe Wurzeln 
/t*, L ; ist 


<f(.r, y) konst. 

das allgem einc Integral dor Gleichung 
dy dx 0 


and 


>1 (x , y) konst. 

dm allgemoino Integral dor Gleichung 
dy L (Lv 

ho kfinnon die Funkiionon £(# , y) und tj(x , y) reell odor 
konjugiort komplex angenommen werden. 

Durch die Bulmtitution 

£ £ur,;v), v- 

geht die Gleichung (A) mieh § 26 in 
t * ? r ? z < x 

( 4 ) „ 1 a „ 1 h , { cz 0 

< C 0// ( X < }j 

fiber, freilich nur dann auf reellem Woge, wenn 
IP A 0 0 hit. 
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Im Falle B- — A G < 0 fiihren wir vermoge der Glei- 
chungen 

I == l + i t) j V = J — * D 

an Stelle von £, rj die reellen Vcranderlichen j*, l) ein. 
Jetzt sind in der Formel (70) des III. Abschnitts die Ko- 
effizienten B' und F reell, w&hrend I)' und E' konjugiert 
komplex sind; in der Gleichung (4) sind also a und b 
konjugiert komplex, c reell. Fiibrt man die reellen Funktionen 

a = 2 (a + b), I) — 2 i(b — a), c — 4 c 


der reellen Ver&nderlichen f, t) ein, so erhalt man die 
Differentialgleichung 


(S) 


f )* Z d 2 ; 

o >£ 2 C'l) 


vz 
a v- 

< K 



■ (z — U . 


1st £*-4 0=0, so hat dio quadratischo Gleichung (.'0 
die Doppelwurzel X ; ist 

rj(x, y) ~ konst., 

wo y(x,y) reell ist, das allgemeinc Integral von 
dy — Xdx 0 


und £(x,y) eine von rj(x,y) unabMngigc reelle Funktion, 
so geht die Differcntialgleichung (A) auf reellom Wege in 


( 6 ) 


d~z 


& ' 


Oz 



+ oz 


0 


fiber. Jetzt ist imr die cine Clwruktoristikenflchar// kon«t. 
vorhanden. 

Wir miissen also den auf 8. 142 ausgesprochenen Katas, 
wenn wir nur reelle Grdflen zulassen, (lurch den folgemlcn 
ersetzen: 

Die Differcntialgleichung 

d%z < 9 2 # t*z 

(A) . . 

laBt sick durck eino reelle Transformation der un- 
abhangigen Ver&nderlichen auf eine der drei 
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folgenden Pormen bringen, je nachdem sie hyper- 


bolisch, 

elliptisch. 

oder parabolisch ist: 

(A,) 

8 2 z 

8z 8z 

.... 4 - 

dx dy 

a 8v+ i Py +CZ -°’ 

(A 2 ) 

d 2 z d 2 z 

dz , Sz 

8x* + dy* 

+ a 8x +l 8y ' 1 ' C ~“° 

(A,) 

<022 

D z 8 z 

, ... -j- a .. 4 . • -|» cz 0 . 

dx 2 <'x dy 


Piir dio drei Norinalformeti (A,), (A 2 ), (A s ) schreibt 
sioh die Differentialgleichung (2) dor Oharakteristiken bzw. 

(‘4) dxdy *** 0, 

(2 2 ) dx* j- dy* (dx -f- i dy) (dx — i dy) 0 , 

04) dy* « 0 . 

Dio hyperbolischo Differentialgleichung (Aj) 
hat als (’ha.raktoristikcn dio X > arallcIon x -■■■■■ konst, 
und y =-•= konst. zu don Aeliscn; dio elli ptiseho Dif fo- 
rentialgleie.hung (A.,) ha.t. dio imaginiiren C.harak- 
teristiken x ■! iy konst., und x - iy konst.; die 
Oharak t oristi k on dor parabolisohon Different ial- 
gleiehung (A.,) sind dio Parallelon y konst, zur 
.<'• AoliSe. 

8 2i». Der Greensche Satz. 

Dor (i roenscho Satz dor Potentialtheorie IilBt sich 
auf dio linen re part ielle Differentialgleichung (A) iibertragon 
und biotot in dieser nl>geiindert.en Form ein wichtiges 
Ililfamittol zur Untersuchung der Integrate einer sol oh on 
Different iulgloiohung. 

In der yy-Hbene sei ein von einer gesehlosaenen 
Kurve <• begrenztes Fliichenstuok J gegoben; P und Q 
seien Funktionon von x, y, welohe nebst ihren partiellen 
Ableit ungen crater Ordnung im Innern und auf <ler Be- 
grenzung <ler Fliiche J stetig sind. Wir betrachten das 
iiher die Fliicho J eratreckte Doppelintegral 
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welches sich, wie wir zeigen wollen, auf eln einf aches 
Integral zuriiekfuhren laBt. 

Wir nehmen an, daB die Abszisse x eines Punktes 
der Eandkurve G zwischen a x und a 2 > a t variiert und 
daB eine zur 2 /-Achse gezogene Parallele, welche einer 
Abszisse x zwischen den angegebenen Grenzen entspricht, 
die Kurve G in zwei Punkten mit den Ordinaten y t und 
y 2 > y x schneidet (die Annahme nnr zweier Schnittpunkte, 
die lediglich zur Vereinfachung der Darstellung gemacht 
wird, ist nicht wesentlich). Dann ist 


^-dxdy^fdxf^-dy 


[ Q(X, Vi) — Q(so, yjjdx . 


Das fiber die Eandkurve G im positiven Sinne erstreekte 
Integral r 

JQdx 

. c 

ist gleich 


“2 

J[Q > Vi) Q (# ? 2^2)] > 


denn beim Durchlaufen der Kurve G im positiven Sinne 
nimmt x im Punkte (x,y t ) zu, im Punkte (x,y 2 ) ab. 
Wir haben also 


-dxdy = — Qdx , 


Entsprechend findet man 


■dxdy = Pdy . 


Demnach ist 


BP , 6Q\ f 

daT + Ty~) dixdy “ / ( p dy — Qdx) . 


§ 2ik Der Gmnwdu* But/.. Iad 

Dem linearon Different,ialausdruek zwciter Onlnunj; 


(») 


M 

t 


L{%) A 


P^u 


( X* 


2 H 


< ~u 


( -M 


< X V if P if 


l> \ U | K ' M 1 F u t 

f ’ ,r f j/ 


doasen Kooffizienton J , . . F in oinom gowisaon Goldot 
dor .r//-Kbono notmt ihron partiollen Ahloit trngcfi orstor 
and awaitin' Ordnung Htotig wind, orduon wir oin«*u amloron 
linonron Difforcmtiulausdruok zwoiior Ordnung 


(») 


, jytr) , ‘ 

; ( 1 ;/'** ( x < If tUF 


<(/>r) r(A’r) 


<*x 


eif 


I Fr 


zu ? wolehcm man als dan zu Lift) ad jungiort «*a IHffV* 
roniialauHdruck bozoiohnH. M (v) 0 int din m I4“l <* 

adjungierto PiffmmtiulgloiHmng. 


Durch 

Addition din* 

(Hoiohungon 


( X' 

* ‘M <’) 

u 

vx' 

i 

t x 

l,. *•« 

: » ,/ 

* { I <’! 

ii , 

< t 

<■»« 

It r 

t X < if 

v"\B v} 
u 

( X V 1/ 

t 

i y 

, f M 

/* r 

e .r 

j < ri|»'n 

1 ! M 

1 f .f f l| 

, f u 

H p 

( X f if 

f »(/* f) 

n 

i X t if 

< 

t X 

«r **“ 

f l| 

i j * i II r I 

J ii 

# if i i',r 

(i*U 

( V ... 

**y* 

*t v [F r| 
w 

i i?4 

( 

< y 

< II 

r r 

# 11 

f i / * r 11 
ii j . 

i ?/ 

, t u 

Uv 

< X 

« |/>r) 

5 ii 

f X 

j/> « r1 . 

c .r 


,, < M 

t y 

* ? <Fff 

i ii 

<\V 

i 

i 

i 

«\y 

F II v , 


F r ii 

« F r 

i l 



ortiftll nian 

dio IitrlifIfni 




( 10 ) 

r i4u| ii 

.Win - 

i V 

* V 
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wobei gesetzt ist: 


_ Bu d(Av) Bu 

P—Av-z -a-3— +Bv^r- 

dx ox vy 


8{Bv) , _ 
-u~\—--{-Duv , 
By 


- _ Bu 8(Bv) ou 8(Cv) 

Q=Bv-t: - u ~\— - u-±—'- + Euv . 

^ Bx Bx By By 


Wir versteben unter u und v zwei Funktionen von 
x, y, welcbe nebst ibren partiellen Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung stetig sind*), und betraebten das 
Doppelintegral 


Jj{vL(u)-uM(v))dxdy = j'J{^- + ~)dxdy , 


erstreekt Tiber ein einfaeb zusammenbangendes Flaehen- 
stiick J der xy- Ebene mit der Begrenzungslinie 0. Da 
nacb (7) 

[[(§+$)■***»=/< Pi *»-«*■) 

j c 

ist, wo das einfacbe Integral auf der recbten Seite uber 
den Band 0 des Gebietes J im positiven Sinne erstreekt 
wird, so bestebt die Gleicbung 

(12) j j\v L(u) — u M (t?)) dxdy = j(P dy — Q dx) , 

J" c 

welcbe wir als Greenscben Satz bezeichnen**). 


*) Im Falle A = 0, 0 = 0 braucht nur die Stetigkeit der 

beiden partiellen Ableitungen zweiter Ordnung . , 

dxdy dxdy 

vorausgesetzt zu werden, da die tibrigen partiellen Ableitungen 
zweiter Ordnung nicht vorkommen. 

**) Bie Formel (12), angewandt auf die Differentialgleichung 


T( . d 2 u d 2 u 
X(M)== ^ + ^ = 0 ' 


ergibt den Greenschen Satz der Theorie des logarithmischen 
Potentials (vgl. § 5Q). 
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Geniigt v der adjungierten Dilferentialgleichung. 
M (v) ~ 0, so ist 

(13) ffvL(u)dxdy = j(Pdy - Qdx) ; 

J c 

ist u eine Losung der vorgelegten Differentialgleiehung 
L{u)^= 0, v eine Losung der adjungierten Differential - 
gleichung M (v) =* 0, so hat man, wenn die obigen Stetig- 
keitsbedingungen erfxillt sind: 

(14) f(Pdy- Qdx) = 0 . 


Wir heben den Hauptsatz noch einmal hervor. 

Ist M(v) der zu L(u) adjungierte Differential- 
ausdruck und sind P, Q die Aitsdrueke (11), so 
ist (12) 

v L(u) — u M(v)) dx dy —j(Pdy~~Q dx) ; 



dabei sind u, v z wei beliebige Funktionen von x, y, 
welche ebenso wie die Koeffizienten von L(u) nebst 
ihren partiellen Ableitnngen erster nnd zweiter 
Ordnung im Innern nnd am Eande des von der 
Kurve G begrenzten Flaehenstueks J stetig sind. 

Stimmt M(u) mit L(u) uberein, so hei!3t L(u) ein 
sieh selbst adjungierter Differentialausdruek. 

Um die allgemeine Form eines solchen Differential- 
ausdrncks zn finden, schreiben wir 


,,, x . c 2 u . „ „ d 2 u 

M (u) = A + 2 B 




( 2 ^+ 2 f 


+ i 2 f+ 2 f 


D 


E 


+ 


(d 2 . 

Ua 


'■A , g 6*B 
dx 2 dxdy 


+ 


+ G 

8u 
dx 
du 
dy 
d 2 Q 
d y a 


d 2 u 

w 


Horn, PartieUa Difforentialgleichungen. 


cD 

dx 


dE 

dy 


+ J T I u 


11 
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Damit M(u) = L{u) wird, ist das Bestehen der beiden 
folgenden Gleichungen notwendig und binreichend: 

^ 8A , SB 

D ~ 8x + By ’ 

„ 8B ec 

Daan hat man den allgemeinsten sich selbst ad- 
jnngierten Differentialausdruck: 


L{u) = 


' A h +B — 

rdx + 8y 

Bp + cp 

^ ox ay. 


+ Fu . 


Dnrch Addition der Gleichungen 


8 ( dv 8x 

= J^[ Au l^ + Bu Ji 

8 (a 8v . t > 8v ) 
U 8x\ 8x 8yJ 


Bp±cp 

v dx dy 


K 8x r 

-*^( B 

J? uv = — u • Fv 


f dv dv- 

jB 11 -r- G U ~z — 

, ox dy 

-(*£+0 


erhalt man die Identitat 
( . du dv . ^(du dv 


L|iii +S 

dx dx 


du dv du dv\ „du dv __ 

dx dy dy dx) dy dy UV 


*df> dq 
dx dy 


uL(v) , 


wo gesetzt ist: 


( A dv dv 
(n 8v i n 8v 


(17) 
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1st min wie oben J ein Flacbenstiick der xy-Wom& 
mit der Begrenzungslinie G, so ist nacb (7) 



Biese Form el liefert unter Beriicksicbtigung von (16) den 
Satz: 

Ist L(u) der sicb selbst adjnngierteDifferential- 
ansdruck (15) und sind p 1 % die Ansdriicke (17), so ist 


. du dv 

a j^j^ +b 


du dv . du dv\ „du dv 
dx dy dy dx) dy dy 


■Fuv 


dxdy 


= f{pdy — qdx) — Jf^uL(v)dxdy . 


Hieraus ergibt sicb dnrcb Vertanscbung von u nnd v 


. du dv , ^(du dv , du dv\ . „du dv T1 

A -= =-p B l-x ^ p-5 ~—) + C~ -~- Fuv 

dx dx \dx dy dy dxJ dy dy 

= j(p'dy — q'dx) — jj'v L(u) dxdy , 


dxdy 


wo 


( 20 ) 


'-(■ 




ist. Durcli Yerbindnng der Gleiclmngen (18) nnd (19) 
ergibt sicb die Gleicbnng 

(21) ff[vL(u) — uL(v)]dxdy =f(Pdy — Qdx) , 
j c 

wo 


( 22 ) 




B U 


du 

dv\ 

i + B 1 

( du 

dv' 

dx 



— U-7C- 

dy > 

du 

dv y 

l+O' 

( du 

dv ' 

dx 

~ U ~dxi 

V dy 

dy * 


11* 
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ist. Die Gleichung (12) geht, wenn L(u) ein sich selbst 
adjungierter Differentialausdruck, also M(v) = L(v) ist, in 
die Gleichung (21) iiber. 


§ 30. Beweis der Existenz der Integral© einer hyper- 
bollsclien Differentialgleichung vermittels sukzessiver 
Annaherung. 


Wir beschaftigen Tins zunachst mit der hyperboli- 
scben Differentialgleichnng 


(B) 


6 2 u 
Bx By 


. Su 

+ a-z -h 

Bx 



+ on = 0 *), 


deren Cbarakteristiken die G.eraden x= konst, nnd y= konst, 
sind. Die in § 18 und § 21 gegebenen Beweise fur die 
Existenz der Integrale einer partiellen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung sind bier, wo die Koeffizienten nicht 
als analytisehe Funktionen vorausgesetzt werden, nicbt 
anwendbar; wir bedienen uns jetzt einer Methode suk¬ 
zessiver Annaherung, und zwar wahlen wir im gegen- 
wartigen Paragraphen ahnliche Anfangsbedingungen wie 
in § 21, wahrend die im nachsten Paragraphen eingefiihrten 
Anfangsbedingungen den in § 18 gewahlten entsprechen. 

Die Koeffizienten a,b,c der Differentialgleichung (B) 
seien stetig im Innern und auf dem Eande eines Recht- 
ecks , dessen Seiten den Achsen x und y parallel sind, 
d. h. in dem durch die Bedingungen 


x 0 ^x^x 0 +a , y 0 ^ y y 0 + P 

definierten Gebiet**). Wir suchen diejenige Losung der 
Gleichung (B), welche sich fiir y = y 0 auf cp{x) und fur 
x = x 0 auf yj(y) reduziert. Die gegebenen Funktionen 
<p{®), y(y) seien nebst den Ableitungen 9 /( 0 ), y/(y) im 
Inter vail x 0 ... x 0 + a bzw. y 0 . . . y Q -f- stetig, und es 
sei <p{ce 0 ) = yi(y 0 ). 


*) Mit elliptischen Differentialgleichungen besch&ftigt sich 
der TIL Abs<hnitt; mit paraboli^chen Differentialgleichungen, 
deren Theorie noch weniger entwickelt ist, beschaftigen wir uns 
nur so weit, als sie uns im VHI. Abschnitt bei physikalischen 
Aufgaben begegnen. 

**) Die Endpunkte des Kechtecks 9t bezeichnen wir sp&ter 
mit 2( 0 (x 0 , y 0 ), 3l x (a: 0 , y 0 +fi), % t {x a +<x, y 0 ), 2l 3 (as 0 + «, y 0 + 0). 




§ BO. Beweis der Existenz der Integrale. 
Wir bilden nun die Differentialgleichungen 


dx By J 

+ ^ + + o, 

(23) < 8xd V dx dy 

Wd~y + “-QT + b ~8T + “*■~ 1 = ° ’ 

Das Integral der ersten Gleichung, welches sich fur y = y 0 
auf cp(x) und fiir x = x 0 anf yj(y) reduziert, ist 

(24) % = <p(x) + ip(y) — <p{x 0 ) . 

Die Losung u n (n = 1,2,...), welche fiir x = x 0 bei 
beliebigem y und fiir y = y 0 bei beliebigem x verschwindet, 
ist dargestellt durcb 


(25) 


so daB 


^ j (® ~ix~ 6 dy 1 ° M ” -1 ) dX dy ’ 

y<3 

~f { a ^r + + dy > 


aj/ ~ /l dx +l dy + eu "-i) dx 


Wir werden nacbber zeigen, daB die Eeibe 
( 27 ) u 0 + % + • ♦ * + u n + * • * ? 

sowie die Reihen 

' du 0 du . o)«„ 

a* + + •' * + dx + ‘ ‘' ’ 

, du*. | 

. dy + ~dy + + dy + ‘ ’ ‘ 


(28) 
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im Eechteek 31 gleichmaBig konvergent sind. Setzt man 
dies einstweilen voraus, so bat man 


u 0 + U 1 + * * * + U n 

= <p{x) + y>{y) — <p(x o) 


^(«0 + • • • 4* u n- 1) | I 8(u 0 + • • • + u n-l l) 

® 8 i + ° Ty 


+ C (« 0 + • • • + W„_!) 


dxdy 


und fiir limn = oo, wenn man 


setzt, 


n = n 0 + % + . •. + u n + ... 

x y 

U = <p(x) + yj(y) - <p(x 0 ) 


du du \ , ■ 

a TZ + & “iiTT + <? m I da? d?/ ; 


1 dy 


% 2/o 


bieraus folgt durcb Differentiation 

d 2 u ( du x du , \ 

dxdy \ dx k dy cu ) ’ 


d. h. die Eeibe u stellt eine Losung der Differential- 
gleicbung (B) dar, welcbe die angegebenen Bedingungen 
erfiillt. 

Um die Konvergenz der Eeilien (27) nnd (28) zu be- 
weisen, nehmen wir an, es sei im Becbteck 3i, 


und 




a\^H , \b\ ^ E , 

6u 0 


H 


dx 


M , 


8u n 


dy 




wo H und M positive Groflen sind. Dann ist 


du 0 

dx 


+ »^ + cu 0 




Wenn man 


aj — a; 0 = |, y — y 0 = fj 
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setzt, ergibt sick aus den Formeln (25) und (26) fur n = l 

| u t | ^ 3 H M f rj , 
du t 


Bx 

Bu ± 

By 


^ 3 H M r\ , 
^3HM f . 


Im Eechteck 1st 0 ^ ^ , 0 ^ ^ ^ /3, also 


Oder 


i + i 

£ V 


I + I 
* ^ /? 




& P 


mitliin 


£ + ^ # + /? J 


M + 7) £ 3H^^M(£ + ,). 


'S + v *' 1 '"^~“<x + /r 

Yersteht man unter eine positive Zahl, welche mindestens 
gleich 3 H nnd mindestens gleich. 

a p 


3H 


ist, so ist 


\U- 


ferner ist 
Bu t 


Bx 


;3HJf(f+ 1J), 


& + p * 

11SB JfJf(f + 9 ) 


Oder 




do? 


^ Jf Z(f + rj) , 


5% 




^MK(S + t]) . 


Wir zeigen, daB fur jeden Wert von n 


I U n _ 1 1 ^sss 


(*-l)! 
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<9 ^ 

ist und daB die absoluten BetrMge von und — 

dieselbe Bedingung erfiillen. Palls dies ricbtig ist, ist 

Su.-! , * , .. + 

a -eT + l -&r + CUn -' --(n^iyi- 

und nach. (25) 

, 3HME n ~ 1 ft' 

u n (n-ljl //^ + 

0 0 

3 HMK* 1 - 1 (f + # +1 - ^ +1 - V t+1 
w! n +1 ’ 

wie man leicht nachrechnet, ist fur positive Werte von 
? und rj 

(l 

-J- 1 


3EME K ~ 1 

nl a. + /? 
ME n (£ + j;)* 


(f + »?)" 


Ferner ist nach (26) 


du n 3HME n ~ 1 

\ —-— <C - 


= ■ /« + *- *» 

o' 

3HME n ~ 1 rr . 

: —-[(£ + nf - £*] 

3EME n - l {^ + rjf ME n (£ + yf 


ebenso findet man 
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Wegen der Konvergenz der Reihe 


CO 



ME n (cc + fi) n 
n\ 


= Me z 


eind die Reihen (27) und (28) fur alle dem Rechteck 31 
angehorigen Punkte x, y unbedingt und gleichmSBig kon- 
vergent, w. z. b. w. 

Wir haben also den Satz: 

In der Differentialgleichung 


(B) 


. du du ' ■ 

e^ + a l^ + i -e^ + cu ^° 


seien die Koeffizienten a, 6, c im Gebiet 9? 


00 0 ^x^x o + (X., y 0 ^y ^ y 0 -f ft 

stetige Funktionen der reellen Ver&nderlichen x, y. 
Die gegebenen Funktionen 95 ( 0 :) und ip(y) seien nebst 
ihrer ersten Ableitung fur x 0 ^,x^Lx 0 + <x bzw. fiir 
y 0 ^y ^y 0 + p stetig, und es sei 93 (^ 0 ) = V’W • Die 
im Gebiet 31 gleichmafiig konvergente Reihe 


u — u 0 + % + % + --• , 
wo 

«o = <p(x) + yj(y) — 9 o(x 0 ), 

» y 

m « = —Jj' . Q n ~-- + h ~^ J + c W ” _1 ) Axdy 


ist, nimmt fur x = x 0 den Wert yj(y), fur y = y 0 den 
Wert 9 (a) an und genugtderDifferentialgleicbung(B). 


§ 31. Beweis der Existenz der Integrale; Fortsetzung. 


Es sei ein Kurvenbogen © gegeben, welcber von 
keiner Parallelen zur a?-Acbse und von keiner Parallelen 
zur y -Acbse mebr als einmal geschnitten wird. Langs 

C) W 3 

dieses Bogens seien die Werte von »,•=—, y- vorgescbrieben, 
wobei die Bezieliung x y 


du = 


6u 

dx 


dx + 


du 

dy 


dy 
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besteben mufi, wenn sich die Differentiale auf den Port- 
gang langs der Kurve © bezieben. Indem wir uns im 
Punkte (x,y) der x y -Ebene die dritte Eanmkoordinate u 
erricbtet denken, konnen wir aucb sagen: es ist eine 
Eanmkurve (mit der x y -Projektion ©) nnd in jedem ibrer 
Punkte eine die Tangente entbaltende Ebene gegeben, Oder: 

/ du 8u\ 

es ist ein Streifen von Flacbenelementen \x , y, u, , -g—J 
gegeben. ' x V 

Um die Voranssetznngen genauer zu fassen, bezeicbnen 
wir die Endpnnkte der Knrve © mit 2Ii (^ 0 ? Vo + P) » 
9I 2 (x 0 + , y 0 ) nnd fubren das Eecbteck 91 ein, welcbes von 
den dnrcb nnd % gebenden Cbarakteristiken (Parallelen 
zur x- nnd 2 /-Acbse) gebildet wird; die beiden anderen Eck- 
pnnkte des Eecbtecks sind 2I 0 (x 0 , y 0 ) nnd §I 3 (x 0 + oc, y 0 +fi). 
Um einen bestimmten Pall vor Angen zn baben, nebmen wir 
<x>0, /?>0 an. Wir versteben nnter (x,y) einen be- 
bebigen Pnnkt in dem von der Knrve S nnd den beiden 
Cbarakteristiken nnd §I 2 2I 3 begrenzten Gebiet 3, 

wir legen dnrcb A(x, y) eine Parallele znr a?-Acbse, welcbe 
die Knrve © im Pnnkt A x (x% y ), nnd eine Parallele znr 
y- Acbse, welcbe die Knrve © im Pnnkt A 2 (x, y') scbneidet; 
das von diesen beiden Parallelen nnd der Knrve © be- 
grenzte Gebiet beifie J. 

Es sei nnn eine Pnnktion <p{x) gegeben, welcbe nebst 
ibrer Ableitnng <p f (x) im Interval! x Q ^ x ^ x Q -\- oc stetig 
ist, nnd eine Fnnktion yj(y ), welcbe nebst der Ableitnng y/(y) 
im Intervall y 0 ^ y ^ y 0 -j- ft stetig ist. Wir setzen vorans, 
dafi langs der Knrve © die Fnnktion u mit <p{x) + y;(y ), 

die Ableitnng — mit 9 o'(x) nnd die Ableitnng mit y/(y) 

nbereinstimmt. 

Wir scbreiben wieder die Differentialgleicbnngen (23) 
an. Diejenige Losnng der ersten Gleicbung (23), welcbe 
langs © die fur u vorgescbriebenen Bedingnngen erfnllt, ist 
(29) u a = 93 ( 0 ;) + yj(y) 

mit den Ableitnngen * />/ 


v'(y) • 
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Die Losung u n (n = 1, 2, ...), welche nebst ihxen partiellen 
Ableitungen erster Ordnung langs G verschwindet, ist 

(30) = -jj {a^ + &^ + ou n _ x ) dxdy ; 

J 

wo die Integration iiber die oben bescbriebene Flache J 
zu erstrecken ist; es ist demnach 


(31) 


8u n f( dun..! , , 8u n -i , , , 

Si—J -55^ + 4 “5 r + “ 1 <i ! ' ’ 

y' 


du n f( dUn-t , 1 , 

w — l(' , -sr + b -er + eu -V 


dx 


Wenn gezeigt wird, daB die Eeihen 
(32) % + % + %+ * * * = u 


und 

(33) 


' du 0 du t du 2 

dx dx dx 

I 4 - l Su * 
[ dy dy dy 


fiix alle Punkte (x , y) des Gebietes $ gleichmaBig kon- 
vergieren, ergibt sick wie oben, daB die Funktion u eine 
Losung der Differentialgleichung (B) darstellt. 

Ist im Eechteck 91 


so ist 


\a\^E, \l\^E, | c 

\u q \^M , 

i ' 

du 0 , 7 du Q 
a i^ +1, ~d^ + CUo 


M, 


8u 0 

< M , 

8u 0 

dx 


8y 


M, 


3HM 


Au3 der Formel (30) fiix n = 1 folgt 

\ Ul \^3HMjfdxdy^3HM(x-oc')(y-y') . 


3 HM{x - x 0 ) {y - y 0 ) = 3HM , 





172 IV. Abschnitt. Hyperbolische Different! algleichungen. 


werm man 

1 = ® — ® 0 , *] = y — y o 

setzt; femer folgt aus (31) fur n =1 

1 ^- ^3HM(y-y')^3HM v , 

OX 

By 


Indem man die GrdBe K wie in § 30 einfnhrt, findet man, 
daB im Gebiet 3 die absoluten Betrage von 

< 9 % Bu x 
U± 9 Bx 5 By 

hochstens gleicb 

MZ(£ + ti) 

sind. 

Wenn die absoluten Betr&ge von " 


hocbstens gleich 
sind, ist 


du „-1 

Mn_1 ’ Bx ’ dy 
(n — 1 )! 


“T^ + 6 -8p- + ,, “-‘ S -<»=I)!- 




l »7 

-zffe + yr-'atdr! 

oo 


a + /? n 
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"wie in § 30, also 

MK n (j + rj) n 




n I 


Ferner ist nach (31) 
I 8 % 


8x 


_I), J it + vT^dy ; 


(n 


es ist aber 

y ■ y v 

J'(£ + ri)*- 1 dy ^J{( + rif- 1 dy = J(£ + j?)"- 1 drj , 


y Vo 

also wie in § 30 


8u n 

^ MK n (£ + ijf 

dx 

~ n! 

j 

^ MK n (£ + rff 

. By 

i- n! 


Ebenso wie das von der Kurve © nnd den Charak- 
teristiken ^ ?f 3 nnd ?( 3 begrenzte Gebiet kann das 
Gebiet bebandelt werden, welches von der Kurve S 
und den Charakteristiken 3^ 2I 0 nnd 21 0 21 2 eingeschlossen 
wird. 


Die Koeffizienten a, b, e der Differentialglei- 
chung 


(B) 


d 2 u 

dxdy 


, Bu 



+ cu = 0 


seien im Rechteck 91 


x 0 ^ x ^ x 0 + oc , y 0 <. y ^ y 0 + ft 

stetige Funktionen von os,y. Die gegebenen 
Funktionen 95 ( 0 ;), y>(y) seien nebst den Ableitungen 
<p'{co), yi'{y) fur x 0 ^ x ^ x 0 + tx bzw. fur y 0 ^.y^y 0 + /? 
stetig. Die Kurve © verbinde die Eckpunkte 
(*(>> 2/0 + /?) und (*o + a )yo) des Recbtecks und 
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werde von keiner Parallelen zur a?- Oder y -Acbse 
mebr als einmal gescbnitten. Setzt man 

% = <Pi x ) + V>(3f) 9 

Jrl "^y ljr cu n ^dxdy 

(n =1, 2, ...) , 

wo das Integrationsgebiet J von den durch (x , y) 
gebenden Parallelen zu den Acbsen und der Knrve © 
begrenzt wird, so stellt die im Recbteck gleicb- 
maBig konvergente Reibe 



U = U 0 + % + u 2 + 


eine Losnng der Differentialgleicbnng (B) dar, 
welcbe nebst ibren partiellen Ableitungen erster 
Ordnnng im Recbteck 9? stetig ist und anBerdem 

du du 

die Bedingung erfiillt, daB u, langs der 

Knrve © bzw. mit <?(#) +¥%)> <p'{ x )> ty'iy) iiberein- 
stimmen*). 


§ 32. Die Riemannsche Integrationsmelhode**). 

Liegt die byperboliscbe Differentialgleicbnng 

w S^ + »S + s ^ + ,, “- 0 


Tor, so gehen die Formeln (8), (9) und (11) uber in 
(34) L(u) 


d 2 u , du , - du 
__ + a _ +6 __ + CM) 


*) Zu § 30 und § 81 vgl. Picard (Journ. de Mathdm. 1890, 
S. 166if.; Note I zum IV. Bd. von Darboux, Thdorie g&adrale des 
surfaces) und Nicoletti (Atti Napoli, Serie 2, Bd. 8, 1897). 

**) Biemann, Uber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von 
endlicher Schwingungsweite (Werke, 1. Aufl., S. 147).— Darboux, 
Theorie g6n6rale des surfaces, Bd. II, S. 77 ff. 




In dor ®j/-Ebene sei eine Kurve (S gezogen, welche 
von einer beliobigon Parallelen zur a-Achse nnd von einer 
boliebigen Parallelen znr y- Achse nnr in einexn Punkt ge- 
schnitten wird; durch den Punkt A mit den Koordinaten 
£, y logon wir die beiden Charakteristiken, d. b. die Ge- 
radtin y ■■ j; und x - - £, welche die Kurve (£ in den 
Punkton A x bzw. A s schneiden. Es sei u eine Losung der 
Differcntialgloiehung L(u) --- 0 und v eine Losung der 
adjungiorton Differentialgleichung M(v) = 0 ; in dem Ge- 
bioto J, welches von der Kurve (5 und den beiden durch 
A gelegton Oharakteristiken begrenzt ist, seien die Eunk- 
tionon u, v wio auch die Koeffizienten a, b, c der Diffe- 
rentialgleiehung nebst ihren partiellen Ableitungen erster 
Ordnung stetig*). Dann ist (14) 

j{Pdy — Qdx) — 0 , 

wonn das Integral iiber die Begrenzung des Gebietes J 
erstreekt wird. Wir schreiben 

AAA* 

J'Pdy +fQdx+f(Pdy-Qdx)~--0, 

A* A\ Ai 


*) Wegen L(u) -z 0, M(v) 

steti g. 



d*v 

dxdy 
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wo das letzte Integral fiber den von den Punkten A t 
nnd A 2 begrenzten Bogen der Kurve © zu erstrecken ist. 
Unter Beachtung der oben angegebenen Werte von P 
und Q bat man 

A A 


I pay 

-4 a A% 


1 d{u‘v) (Bv 

12 dy U \By 




#d® 


•^a 




-/ 


1 d('W'r) 




fdv 

■*u 


a: 




dy 


dy 


aujdy , 


d® 




-/*(£- 11 ”) 


d® *). 


Es ist also 

(« ®Xi = 4 [(« + ( w ®)aJ —/(Pdy -Q dx) 


(37) 




+/“(£ - hv ) dx + f u i av ) dy ■ 


A x JL 

Wir fuhxen nnn nacb Eiemann eine Funktion 
x(x, y ; f, rj) zweier Yariablenpaare x, y und f, 7] ein, 
welcbe folgende Bedingungen erffillt: 

1) Im Gebiet J ist u = v (x , y ; f, rj) eine nebst den 
partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Funktion 
von x, y, welche der adjungierten Bifferentialgleicbung 
M(v) * 0 geniigt; 

2) langs der Cbarakteristik y = ?; (d. h. auf A A x ) ist 

dx 
dx 


bx = 0 


*) Unter (^)jl ist der Wert verstanden, welchen die Funk¬ 
tion (p im Punkte A annimmt. 
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ITT 


und l&ngs der Charakteristlk co — f (d. h. auf A A 2 ) 

dv A 

—- av = 0 ; 

By 


3) wenn der Punkt (%, y) mit A(£, zusammenfallt, 
ist v = 1. 

Wenn fur y der feste Wert i] gesetzt nnd nur a? ge- 
&ndert wird, geniigt die Funktion v{<c,y ;£,>}) der 
Differentia,lgleichung 

dv A 

diejenige Losung dieser Differentialgleicbung, welehe fur 
a? •-= £ den Wert 1 annimmt, ist 

fb dx 

v = ; 

die Funktion i? muB also fur y = r\ mit 


iibereinstimmen. Ebenso findet man, daB sieh die Funk¬ 
tion v fur oc =* f auf 


reduzieren muB. 

Die Riemannsche Funktion v(<e, y ; £, t]) kaun 
also definiert werden als diejenige Losung der 
Differentialgleichung M{v) = 0, ■welehe fur y = ,/ 
den Wert 


und fur x = f den Wert 


annimmt. OA . T 

Die Existenz einer solcben Losung ist m § oU nacn 
der Metbode der sukzessiven Annaberung bewiesen worden; 

19 

Horn, PartieUe Bifferentialgleichungen. 



178 IV. Abschnitt. Hyperbolische Differentialgleichungen. 

daB mir eine derartige Losung vorlianden ist, wird sich 
bald ergeben. Bis dieser Beweis gefiibrt ist, wollen wir 
unter v(x,y; £,rj) diejenige Losung der. Differentialglei- 
cbung M(v) = 0 versteben, welcbe sicb nacb der in § 30 
dargestellten Metbode in Form einer unendlichen Reibe 
ergibt. In § 33 werden einige spezielle Differential- 
gleicbungen bebandelt, fiir welcbe sicb die Riemannscbe 
Funktion leicbt angeben lafit. 

Ersetzt man in der Formel (37) v durcb die soeben 
definierte Riemannscbe Funktion v(x, y ; y), so erbalt 
man, da 

(uv) A = (u) A = w(f, r[) 

ist und die beiden letzten Integrale verscbwinden: 


(38) u(£, rj) = l [(« v) Al + (« v) A ^ —j(P dy — Q dx) ; 

•^1 

dabei ist 

1 ( 8u Sv\ 
v 1 (du dv\ 


(38) 


Wir nebmen nun an, langs des Bogens A 1 A 2 der 
Kurve E seien die Werte der Funktion u und ibrer 

partiellen Ableitungen erster Ordnung als stetige 

Funktionen gegeben. Da die Gteicbung 

du = -7r~dx + -7r~dy 
ox dy 

bestebt, wo sicb die Differentiate dx, dy , du auf den 
Fortgang langs der Kurve E bezieben, so kennt man, 

wenn langs S u und gegeben sind, aucb . Da die 

Funktion v als bekannt gelten kann, so kann man die 
Werte von P und Q. langs der Kurve E berecbnen, so 
daB das Integral auf der recbten Seite von (38) bekannt ist. 
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Sind die Werte von u , > 4“ l&ugs des Kurven- 

ocD oy 

bogens %% g^g^ben, so denken wir uns sowobl dnreb 
den Punkt 31* als ancb durcb den Piinkt 3T 2 die beiden 
Cbarakteristiken (die Parallelen znr y - nnd zur a?-Acbse) 
gelegt. 1st A(S,rj) ein beliebiger Punkt des von diesen 
Cbarakteristiken gebildeten Eecbtecks, so ist u(£, rj) durcb 
die Gleicbung (38) bestimmt. Damil ist aucb gezeigt, daB 
es nur eine der Differentialgleicbung (B) genugende Funk¬ 
ed du 

tion u gibt, wenn die Werte von u , -y—, -y— langs der 
Kurve S vorgescbrieben sind. x & 

Setzt sicb die Kurve © aus der zur ^-Acbse par¬ 
allelen Geraden SCi 2T 0 und der zur #-Acbse parallelen Ge- 
raden 3( 0 3l 2 zusammen, so liefert die Formel (38) den 
Wert von u in jedem Punkte des Eecbtecks 2fi2I 0 ^2^3 > 
wenn ledigbcb die Werte von u auf den Cbarakteristiken 
3^310 und 3I 0 3T 2 gegeben sind. 

Es sei namlicb JL(f, rj) ein beliebiger Punkt des 
Eecbtecks 9i(3I 1 3( 0 3l 2 3I 3 ); A x (x 0 , rj ), A 2 (f, y 0 ) sind die 
Scbnittpunkte der durcb A gezogenen Cbarakteristiken 
mit den Eecbteckseiten 2T 0 und 3( 0 3T 2 ; A 0 (x Q , y 0 ) ist 
der bisber mit 3f 0 bezeicbnete Punkt. Der in der Formel (38) 
entbaltene Ausdruck 


scbreibt sicb jetzt 


Es ist 


■“31 

f(Pdy — Q dx) 


*dy +JQ dx . 


1 8(uv) . (du \' 

2 8^r + V V8^ + bU )\ dX 


A 0 

: i [(« V ) A , - (« J + j'v (|j + bujdx-, 
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alinlieli findet man 


Aq -"0 

fpdy = i[(uv) Al - (uv) Aa ] +Jv(j£ + au)dy. 


Die Gleicliung (38) sclireibt sicli jetzt 


"0 

«(£ > *?) = («®k, — + 1>ujda; 

io 

-U^7 + au ) d y- 


Aus den Werten von w langs A 2 A 0 folgen die Werte 

von -t—- langs dieser Geraden; aus den langs A 1 A 0 vor- 

gescbriebenen Werten von u ergeben sich die Werte von 

langs A ± A 0 . Demnacb kann u(£,rj) nacb Form el (40) 

bereebnet werden, wenn die Werte von u langs der beiden 
Cbarakteristiken A X A 0 und A 0 A 2 gegeben sind. 

Es gibt also nur eine Funktion u , welcbe der Dif fe- 
rentialgleicbung (B) geniigt und langs der Geraden 3^3^ 
und Sf 0 ?( 2 vorgescliriebene Werte annimmt. 

Demnacli ist aucli die Biemannscbe Funktion 


v(x, y ; f, 7]) eindeutig bestimmt durek die Bedingung, 
daS sie der Differentialgleicbung M(v) = 0 geniigen und 
langs der Charakteristiken x = f und y = ?j vorgescliriebene 
Werte annehmen soil. 


Der am Schlusse von § 30 ausgesprocbene Satz laBt 
sicb nun folgendermaBen erganzen. 

Die einzige nebst ihren partiellen Ableitungen 
erster Ordnung im Becliteck s Ji stetige Losung der 
Differentialgleicbung (B), welcbe langs der Cbarak- 
teristiken und 3X 0 3X 2 vorgescbriebene Werte 

annimmt, laBt sicb vermittels der Biemannschen 
Funktion v(x 9 y)^ 9 rj) in einem beliebigen Punkt 
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•A(f 5 V) des Recbtecks 9£ in folgender Porm dar- 
stellen: 

«(£> v) = ( uv )a 0 + j"0 + lv)jdx 

X> 

f 1 

+J v (^ + au )^ *)■ 

A 0 


Die Erganzung des Satzes in § 31 lautet: 

Die einzige nebst ibren partiellen Ableitungen 
erster Ordnnng im Recbteck dt stetige Losung n 
der Differentialgleicbnng (B), welcbe nebst den 


A U1 *X <9 u _ du 

Ableitungen -tt— und ^r— 
ox oy 


langs der Kurve S vor- 


gescbriebene Werte annimmt, gestattet in einem 
beliebigen Punkt (f, rj) des Rechtecks 9i die Dar- 
stellung: , 


n) = itMk + (uv) Ai ] — J(Pdy — Qdx), 




wo P, Q die Werte (39) baben*). 

Wir fiihren jetzt eine Eunktion u zweier Variablen- 
paare x , y und f', if ein, welche zur urspriinglicben 
Differentialgleicbung L(u) =» 0 in derselben Beziehung stebt, 
wie die Riemannscbe Eunktion v zur adjungierten Diffe- 
rentialgleichung M(v) = 0. Die Eunktion u(x , y ; f', ?/) 
genuge als Funktion von x , y der Differentialgleicbung 
L(u) = 0 und nelime fur y — vf den Wert 


X 



und fur x = den Wert 


- Jady 

e 

an**). 

*) Die in § 30 und § 31 benutzte Bezeichnung ist hier nur 
insofern geiindert, als die Koordinaten eines beliebigen Punktes A 
des Rechtecks .31 jetzt mit f, tj statt mit x , y bezeichnet sind. 

**) Beim Ubergang von einer Differentialgleichung zur adjun¬ 
gierten gehen a, b in — a, — b liber. 
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Wir verstehen tinter die Koordinaten des 

Punktes A 0 und setzen in der Formel (40) fur u die so- 
eben eingefuhrte Pnnktion u(oo , y ; f 7 , rj')] dann ist auf 
A 0 A 2 (fur y^n') 

^ + l >«-0 

ox 

und anf A 0 A t (fiir x = | 7 ) 
du 

-Z - \- d U - 0 , 

dy 

so dafi die beiden in der Formel (40) enthaltenen Integrate 
fortfalien; wegen (u) Ao = 1 schreibt sicb die Formel (40) 

Oder ausfiibrlicber 

(41) u(S 9 tn fW) = o(lW; f, 9 ). 

Die Eiemannscbe Funktion v(x, y ; 17 ), welche 

als Funktion von x , 7 / der adjungierten Gleichung 
geniigt, stellt, wenn man f, 17 als Yeranderliche 
und a?, y als Parameter auffafit, eine Losung der 
urspriinglicben Diff erentialgleichung dar (wenn man 
darin die unabhangigen Yeranderlichen x , y durch f, rj 
ersetzt); sie besitzt in’ bezug auf die Yeranderlichen f, rj 
und die ursprungliche Diff erentialgleichung dieselben Eigen- 
schaften wie in bezug auf die Yeranderlichen x , y und die 
adjungierte Differentialgleichung. Durch die Bestimmung 
der Eiemannschen Funktion v(x, y\ f, * 7 ) erledigt sich 
die Integration sowohl der ursprunglichen als auch der 
adjungierten Diff erentialgleichung *). 


§ 33. Beispiele zur Eiemannschen Integrationsmethode. 

I. Wir betrachten als Beispiel die Differential¬ 
gleichung 


(42) 


6 2 u 
dx dy 


= 0 . 


*) Bestimmung von Losungen der hyperbolischen Differential¬ 
gleichung durch andere Bedingungen bei Hadamard (Bull, de 
la Soc. math, de France, 1903, 1904). Ygl. auch die Fu&note auf 
S. 118. ' 
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Die Riemannschc Funktion v(x, y; f, 9 ) geniigt der ad- 
jungierten Differentialgleiclmng 

8x8y U 

and nimmt, da a und b gleich Null sind, sowohl fur * = £ 
als aueh fur y -= »? den Wert 1 an; demnach ist 

v = 1 . 

Wir bcstimmen die Losung u der Differentialgleiclmng 

(42) , wclohe dadurch bostimmt ist, dafi die Werte von w, 
8u 8u ... 

'8x ’ 8y * an £ s ® er Geraden y — x = 0 vorgeschrieben 
sind; es sei 

( 43 ) *-/», -gj—sz-m 

fiir y — x, wo f(x) und F(x) gegebene Funktionen sind. 
Der Schnittpunkt der Geraden x — y = 0, <r = | hat 
die Koordinaten * = f, y — £ und der Schnittpunkt A a 
der Geraden x — y = 0 , y — y die Koordinaten x = y , 
?/ •— »/. Es ist jetzt nach (39) 


2 d7/ 


1 8u 

2 da; 


Auf der Geraden A t A 2 , iiber welche das Integral in (38) 
erstreekt wird, ist y «= x, also dy = dx. Demnach geht 
die Formel (38) iiber in 




II. Als weiteres Beispiel diene die Differential- 
gleichung 

(45) ^ + Ctt = 0 , 

wo c cine Konstante ist. Die Riemannsche Funktion 
v{%, y ■, £,ti) geniigt der adjungierten Differentialgleichung 

8%v 
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und ninmi t sowolil fiir x = | als ancli fur y = ?] den 
Wert 1 an. Wir suclien v als Funktion des Ansdrucks 

2 = (x — £) {y — tj) 

darznstellen, welcher sowohl fiir x = £ als ancli fiir y « y 
rerschwindet. Dann ist 


£v , N dv 


dv . . dv 

d 2 v , dv 


dx 8y % dz 2 dz 1 
so daB die Gleichung (45) in 

d 2 v dv A 

^+* +c '-° 

iibergebt. Wir fiiliren die bestandig konvergente Potenz- 
reihe 

(46) • #(*) = 1 — -p + - -jjTgiTgj- + • • • 

ein, so daB 

*(*) = Jo(2fz) 

ist, wo 

Z 2 Z * Z 6 

= 1 + 22.42 “ 2 2 • 4 2 • 6* ^ * ’ ’ 

die B esselscbe Fnnktion erster Art vom Index 0 darstellt*). 
Dann ist 

v = $>(cz) 

die einzige Losung der Differentialgleiclinng (45), welclie 
fiir z = 0 den Wert 1 annimmt. Wir haben demnach die 
Riemannsclie Fnnktion 

(47) v{x, y ; i, rj) = 5>.(c(« — |) (y — »?)) . 

Wir bestimmen nnn die Losnng u der Gleichung (45), 
welclie wie vorkin dadnrch bestimmt ist, daB 

^_«-«'>. 1? - s ^ 

*) Vgl. „Gewolml. Differentialgl. 1 *, S. 179. 
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fur y = x seiu soli. Die Punkte A t mit den Koordinaten 
* — i > y = £ und A 2 mit den Koordinaten x — rj, y = rj 
sind dieselben wie vorhin. Das Integral in Formel (38) 
wird uber die Gerade A X A 2 erstreekt, anf weleher y = x 
ist. Anf dieser Geraden ist nacli (39) 


P-<3 = 


1 (Su du\ 1 , 


u 


dv 

dz 


= oT ~ i) ip ~ V)) F(x) 


- { Ol - f) 0'(e(a> -*)(»- V )) fix) . 

Da in den Punkten A 1 und A s v — 1 ist, so ergibt die 
Form el (38): 

' Mi, n) = W(i) + fm 

V 

^ ^ — if &(c(x — S) (x — f])) Fix) dx 

+ i c (v ~ i) f$'( c ( x ~ i) (* — n)) f( ®) ■ 


III. SclilieBlich moge fur die Differentialgleicbung 

(50) B * u - P . P ^ = 0 

' ' dxdy x—ydx x — y By 

die Kiemannsehe Funktion bcstimmt werden*). Die ad- 
jungierte Differentialgleichung 

d 2 v fi' dv f) 6v ft + P' ^ _ q 

dxdy x — ycx x — y c)y (x — y ) 2 

geht durch die Substitution 

v — {pc — y)P + &w 

in die Gleicbung 

<j 2 w ft Bw /?' cw __ 

dxdy x — ydx x — y By 

*) Vgl. die eingehendere Behandlung dieser Differential- 
gleichung bei Darboux, Th^orie g£n6rale des surfaces; Bd. II, 
S. 54 ff. und S. 81 ff. 
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Tiber, welche die Losnng 

W = «^(-2,/?, l-fi'-l, f) 


besitzt, wo 2 eine willkurliche Konstante und F(oc, ft, y, x) 
die Gaufische Iiypergeometriache Reihe darstellt. Wenn 
die Differentialgleichnng fiir w die L6sung cp(x, y) hat, 
besitzt sie auch die Losnng 

<—a-'fr-a-vgEf 

mit den wiHkhrlichen Konstanten £, rj. Ans der oben 
angescbriebenen Losnng ergibt sich demnach die Losnng 

w~(il-xY(x-$-r-*(3r-$-fiF(-X t p,l-p'-X, o), 


wobei gesetzt ist: 
(51) 


o = — £) (y — y) 

(x - y) (y - I) ' 


Hieraus erhalt man dnrch Mnltiplikation mit (x — yy+P' 
die folgende Losnng der adjnngierten Differentialgleichnng: 

v^{rj — x) x {£ — x)-F- x {y~£)-P(y--xy+f l 'F(-~X 1 ft, 1 — fi' — X, a) . 


Die Eiemannsche Fnnktion ist die Losnng der ad- 
jungierten Differentialgleichnng, welche sich fhr x = | auf 


nnd fhr y = rj anf 


y 



e * 


y - S Y 
y-tl 



rednziert. Fhr x = £ verschwindet o nnd die Eeihe F 
nimmt den Wert 1 an; der Faktor (£ — x)~ l ~F wird aber 
gleich Krill oder nnendlich, wenn nicht X = — /?' an- 
genommen wird. Fhr X = —/?' ist 

(52) v = (y - x)~r (y - f)-/»(y - xY+rFtf', fi,l , o) ; 
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man hat 


fur x = | und 



fur y = 7 j ; folglich stellt (52) die Riemannsche Eunktion 
dar*). 


*) Bei R. d’Adhemar, Les Equations aux d^rivees partielles 
a caractdristiques reelles (Coll. Scientia; Paris 1907) sind neuere 
Untersuchungen tiber hyperbolische Differentialgleichungen mit 
zwei und mehreren unabhangigen Veranderliohen kurz skizziert; 
ebenso im 5. Kapitel von R. d'Adh^mar, Exercices et lemons 
d’Analyse (Paris 1908). 



V. Abschnitt. 


Die Fredholmsche Integralgleichung. 
Reihenentwicklungen nach den Eigen- 
fnnktionen eines symmetrischen Kerns. 

§ 34. losung der Fredholmschen Integralgleichung 
im Falle D(A)=|=0. 

Wir betraehteneinelntegralgleichung (Funktional- 
gleiclmng) von der Form 

6 

(A) <p(s) — l jK(s, t) <p(t) dt = f(s) ; 

a 

darin Sind $ nnd t reelle Veranderliche, welche sich in 
dem Intervall a ... b bewegen; K(s , t), der Kern*) der 
Integralgleichung. ist eine Function der Yeranderlichen s , t 
und X ein veranderlicher Parameter; f(s) ist eine gegebene 
nnd <p(s) eine zu bestimmende Funktion von s. 

Nach Fredholm**) laBt sich die Integralgleichung (A) 
folgendermaJBen nach der unbekannten Funktion cp(s) auf- 
losen. 

Wir setzen sowohl K(s, t) als auch f(s) und <p(s) als 
endliche und stetige Funktionen voraus***). 


*) Nach Hilbert, dessen Bezeichnungen wir vielfach be- 
nutzen. 

**) Stockholm Ofversigt 1900, S. 39; Acta mathematica, Bd. 27, 
S. 365. — Auf andere Weise hat Hilbert die Theorie der Integral- 
gleichungen begrtindet (GOttinger Nachrichten 1904, S. 213 und 
1906, S. 439); dabei wird die (in den Gottinger Nachrichten 1900, 
S. 157 entwickelte) Theorie der qnadratischen Formen yon unend- 
lich vielen Yeranderlichen benutzt. 

***) Diese Yoraussetzung, welche nicht notwendig ist, wird der 
Einfachheit halber gemacht. 
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Wir gelien aus von der Determinantenrelation*) 


( 1 ) 


K(s,t), 

E(s, *l)» ’ .. 

• i 1 Vn) 

K{r lt t), 


■, -S '(ri,r n ) 

; E(r n > t) > 

E(? n } 1\) f 

* j (?n ? ?») 


K(ri,n), ■■ 

* > -K-{ r 11 T n) 


K{r n ,ri), .. 

* ? -^-(?n j ^n) 




i=i 


^{ r li^)i -^( r li r l)i • * •> -^(^l i r i-l)i -^( r l y Vifdi • • 
•H-frii jj Rtyni )) • • •) -K-i'Pni^i-l)i-K-tyni ^i+l)> • • •> 


die man erkalt, indem man die angesckriebene Determi- 
nante (n + l)ten Grades nack den Elementen der ersten 
Zeile entwickelt. Wenn man beide Seiten der Gleicbung (1) 
in bezug anf jede der Veranderlicken r l9 ..., r n zwiscken 
den Grenzen a nnd l integriert nnd durck nl dividiert, 
erk&lt man nnter Benntzung der Bezeichnnng 

* K(r u rJ\ 


(2) A n 


T J"\I 


(?n ) ) ? . . ., (r n j T n ) 


dr x ... dr n , 


b 

& 

*(M), *(«,',), • ••, 

E(s,r n ) 

(:)) A n (Sj t) = — 

■[ 


K( r i,r n ) 

die Gleicbung 

J 

a 

•K-frm ^) ? & ('^V? i ) ? • * * 

b 

E {r n , '/'ii) 

(4) ,1„(M) 

= K(s, t)A n — (K(s, r)A„ 

a 

-i(r, t)dr 


dr t ... dr n **) 


Das letzte Glied der Gleicbung (4) ergibt sick folgen- 
dermafien. Anf der reckten Seite der Gleicbung (1) ist 
(— l) n K(s , r n ) mit der Determinante 


*) Dabei ist n eine der Zahlen 1 ? 2, B, .... 

TTa i of 

4 ,- 1 , A 0 (s,t) = K(s,t). 
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K{r, t ), K{r t , r x ) , E(r t , r n „^ 

E(r n , t) j E(r n , , • •., Eiy ni T n ~ 1 ) 

mnltipliziert, welclie wir dadurcli nmformen, daB wir die 
nte Zeile an den Anfang stellen nnd den Eaktor (—l )”" 1 
vorsetzen, welcher sich mit (—l) w zn — 1 znsammensetst; 
das letzte.Glied der Glei chung (1) ist demnach 

■K(Xn y fy y (fn y ^l) y • • • y y ^*»- l) 

~K($,r n ) K( r iy r n-l) 

&( r n-lyt) y & (^*n-l y ^*i) j **•? -S- - 1 j - 1) 

Wenn man dieses Glied nacli r x , .. r n integriert, durch n\ 
diyidiert nnd die Gleichnng 


b b ■K'ty'nyfyy J^(T nj T i) , ..., K. (? n , V n „ i) 

n ^ i(rnft ' j = \ , K (*»’*)> K ( r i’ r J> K(n,r n -i) 

Rfyn-ly fy y -K-fyn-ly^l) y • • * y R-iXn-ly ^n- 1 ) 

berncksichtigt, erhalt man 


dr x .. dfn _ 


i £l(8 , T n ) y fy 


fK(s, r)A n _ x (r, t)dr . 


Beachtet man, daB sich das beschriebene Verfahren auf 
jedes der n letzten Glieder der Gleichnng (1) anwenden 
laBt, so hat man das letzte Glied der Gleichnng (4). 

Wir fiihren die beidenfolgenden Potenzreihen von l ein: 

oo 

(5) 2>(A)=2’(- 1 )”^» A ”. 

n = 0 

oo 

D{X-,s, t)^^{-lfA n {s,t)X»-, 


( 6 ) 






§ 34. Losung der Integralgleichung im Falle D(A) 4 = 0. 191 

in § 35 zeigen wir, daB diese beiden Beihen fiir alle Werte 
von X konvergent sind. B{X) wird als Determinant© 
des Kernes K(s, t) bezeichnet, D (1; s, t) als Unterdeter- 
minante erster Ordnung. 

Wenn man die Gleichung ( 4 ) mit (— l) n X n multipliziert 
nnd liber w = 0, 1 , 2 , .. . summiert *), erlialt man die 
Gleichung 

00 00 

X(-l)" A(s', t)£(-l) n A n X» 

n -0 «=0 

00 

,r)£(-l) n - 1 A n - l (r,t)X»dr 

n=1 

Oder 

b 

(7) D(X ; s, t) = K(s ,t)D(l) + lJ E(s, r)D(X ; r,t)dr .... 



Wir machen zunachst die Voraussetzung, daB D(X) 
von Null v-erschieden ist. 

Setzt man 


( 8 ) 


K(A; *, «) = 


D(X) s, t) 
D(X) 


so nimmt die Gleichung (7) die Form an: 

b 

K(A ;«,*) = K(s , t) + xfK(s, r) K(A; r, t)dr 


Oder 

b 

(9) K(s, *) = K(A; s, t) — ljK{s, r) K(A; r, t)dr . 

a 

Die Integralgleichung (A) wird also, wenn man f(s) = K(s,t) 
setzt, durch <p(s) = K(A; s , t) befriedigt. 

Wenn man die Determinant© (w + l)ten Grades auf 
der linken Seite der Gleichung (1) statt nach den Elementen 
der ersten Zeile nach denjenigen der ersten Kolonne ent- 

*) Fiir vi = 0 hat man an Stelle von (4) die Gleichung 
A 0 (s, t) = K(s, t), 

da A-i($, t) gleich Null zu setzen ist. 
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wickelt, im ubrigen aber -wie bisber verfahrt, ■wird die 
Gleichung (7) durcli 

b 

(7') D(X ; s , t) = K(s, t) D(l) + l Jd(X ; s,r)K(r,t) dr 

a 

und die Gleichung (9) durch 

b 

(90 K(s, t) = K(l; s, *)-l/k(A; s, r)K{r, t)dr 

a 

ersetzt. 

Man bezeielinet die Funktion K(A; s, t) als die lbsende 
Funktion fiir den Kern K($,t)-, mit ihrer Hilfe laBt sick 
die Integralgleichung (A) folgendermaBen auflosen: 

b 

(10) cp(s)=>f(s) + xjK(X-,8,t)f(t)dt. 

a 

Zum Beweise fassen wir die linke Seite der Gleichung (A) 
als eine auf die Funktion tp(s ) ausgeiibte Transformation 
auf und schreiben demgemaB 

b 

( 11 ) S<p(s) = cp(s ) — , f) 9 o(t)dt . 

a 

Mit 2 moge die Transformation bezeichnet werden, welcke 
aus S dadurch hervorgeht, daB man K(s,t) durch — K {X; s , i) 
ersetzt; es ist also 

b 

(12) 2f{s) = f(s) + //K (X;s,t) f{t)dt . 

a 

Wendet man die Transformationen 2 und $ nacheinander 
an, so erhalt man 

b 

SZf(s) = Zf(s) - xJk(s , t) • Zf(t) dt 

a 

& 

- f{ 8 ) + Xj( K(l; s,t)~K{s,t)) f(t) dt 

a 

b b 

— X 2 j fK(s, t) K(A; t, r)f(r) drdt ; 

a a 
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die rechte Seite reduziert sieh anf f(s) , wie man erkennt, 
indem man die Gleichnng (9) mit f(t)dt multipliziert und 
zwischen den Grenzen a nnd b integriert. Es ist also 

( 13 ) szm=m , 

Oder 2 ist die inverse Transformation von 8. Ebenso ist 
nnter Berucksicbtignng von (9') 

(14) ' 28<p(s) = <p(s) . 

Wenn eine der Gleiebnng (A) 

8<p(s) = f(s) 

genngende Pnnktion <p(s) existiert, so ist nacii (14) 
g>(s) = 2f(s ), 

wodurch die Eunktion <p(s) eindeutig bestimmt ist. 

Umgekelirt geniigt der Ansdruck(lO) der Gleiclmng (A), 
denn es ist 

S<p(s) = S 2 f(8) = m 

naeh (13). 

§ 35. Losimg der Fredholmschen Integralgleichung 
im Falle D{X) =j=0. Fortsetzung, 

Um die Konvergenz der in § 34 anfgestellten Potenz- 
reihen fiir D(l) nnd D(A; s,t) zu beweisen, benutzen wir 
einen von Hadamard*) herriilirenden Determinantensatz. 


Die Determinante 


a X2 5 

... , 

a Xn 



D = 

a 2X j 

a 22 5 

... , 

a 2n 



Oder 

a nX j 

&n2 7 

D = 

... , 

[««] 

(X nn 

(i, Tc 

= 1,2,. 

• -,ri) 


gehe, wenn man jedes Element a ih dnrcli die konjngiert 
komplexe GroBe d ik ersetzt, in 

-£> = [«**] (*,fc = l, ...,») 


*) Bulletin des sciences math&natiques, 2. Serie, Bd. 17 (1893). 
— Der imText enthalteneBeweis wurde von Wirtinger (Monats- 
hefte fiir Math. u. Phys. 1907) gegeben. 

Horn, Partielle Differentialgleichungen. 


IS 
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Tiber. Dann 1st, wie wir zeigen werden, 


BB a ix + .. . + a in a in ) . 


Beacbtet man, daft 


jDB — j B j 2 , — | d{ k 

ist, so kann man scbreiben: 

| B [ 2 ^ JJ(| d%\ | 2 + . . . + | di n | 2 ) . 

i~l 

1st kein Element a ih der Determinante B dem absoluten 
Betrage nach grofter als die positive Grofte 91 , so ist 

| a n | 2 + ... + i ai n [ ^ n 9t 2 , 

also 

|D | 2 n n % 2n 

Oder 

| B | g . 

Urn die TJngleicbnng (15) zn beweisen, setzen wir 

— dn dix "i~ • * * "4“ di n di n (i = 1, . • • f fi) 

nnd dividieren die Elemente der ^ten Zeile der Deter¬ 
minante B sowohl wie der konjugiert komplexen Deter¬ 
minante B durcb ]/^ . Wir setzen 


&ilc j 


so daft 


^OCj OC-H OCii -j- . . • 0Ci fl OCi n — 1 (i — 1 j * * • j W') 

ist, und 

A = [<%$&], A — [&$&] . 


Wir suchen das Maximum von A A unter der Yoraussetzung, 
daft die Groften oc ik und oc ik die n Bedingungen (a) erfullen. 
Wir wenden die aus der Differentialrechnung bekannte 
Lagrangescbe Regel an, indem wir unter Einfiihrung 


% 
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der n Koeffizienten X x , ..., die partiellen Ableitungen 
des Ausdrucks 


AA 


^ tt'ik 


i = l k=l 


naeh den 2 n 2 GroBen oc ih , tx ile gleicb Null setzen. 
erhalten so die 2 n 2 Gleichungen 


wo 


A A. 


ik : 


k&ik J 


A« = 


6 A 

dan, ’ 


A A 


ik '• 


: ^i ^iife j 


A« = 


aj 


Wir 


Unterdeterminanten sind. Daraus folgt 
A]? A i**a = 42 &ik &ik 

k k 

Oder, da 

A — ]£A iJe Oiije 

k 

ist, mit Rucksicht auf (a) 


Weiter ist 
Oder, da 
ist, 
d. h. 


A A =Ai = X . 
A* [A«] = X n [Ojj] 
[AiJ = A^ 


A n A n ~i = X n A , 
(AA)”' 1 = X n 


Oder X n ~ 1 = X n , woraus sich ergibt, daB A == 1 oder das 
Maximum von A A gleich 1 ist. 

Aus der Ungleicbung 


AA ^ 1 


folgt, da 


ist, 


D 


A =• 


D 


/®1 . . . S n V ®1 

DD ^ s x .. . s„ , 


w. z. b. w. 


IB* 
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Damit ist der Satz bewiesen: 

Erfullen die Elemente der Determinant© 

^11 > • • • > n 

J>=. 

J • • • J 

die Bedingung 

|««| ^ 3t, (i, fc= 1, .. 

so ist __ 

|JD| . 

Es sei nun K eine positive GroBe, welche von der 
Pnnktion E(s, t) nicht iiberschritten wird, wenn man s 
und t auf das Intervall a ... b besebrankt. Dann ist 
nacb dem soeben ausgesprochenen Determinantensatz der 
absolute Betrag der Determinante 

(®1 > ® l ) » • • ■ » (®1 > ®«) 


E(s n , Sj), • • • > E (s n , s n ) 
hocbstens gleich 

nacb (2) ist also 

. . . ^ Z»yn“(& ~ «)” 

und 

yrcis: . 

fnl 

Aus der asymptotischen Darstellung der Gammafunlction 
durcb die Stirlingscbe Eeibe folgt 

log«! = -J- log2 jc n -f n log n — n + £„ , lim e n — 0 , 

« ss +00 

logTn! = logn -1 + , 

In n 

«,- on. 

V»! = — (1 + <5„), lim <5„ = 0 . 

" n = +oo 

Also ist v 

Tkit 8 ) 
jT»(l+ d„) 
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und folglicli 

(16) lim ll\A n \ = 0 . 

n=00 

Daraus geht liervor, daJB die Beihe (5) 

D(X)=Z(~ 1 ) nA ^ n 
«= 0 

for alle Werte von X konvergent ist. 

Das gleiche beweist man anf demselben Wege fiir 
die oben mit D{1 ; s, t) bezeicbnete Beihe (5), und zwar 
konvergiert diese Beihe gleichmaBig nicht nnr fiir alle 
einem endlicben Gebiet der 2-Ebene angehorenden Werte 
von X, sondern auch fiir alle Werte von s und t , welche 
dem Gebiet a , a angekoren. 

Damit ist der Satz bewiesen: 

Der Kern K(s, t) der Integralgleichnng 

h 

(A) f(s) = <p(s) — xfE (s , t) cp(t) dt 

a 

sei eine fiir a^s , a endliclie und stetige 

Funktion. Die Eeihen 


n = 0 
00 

D{X-,s,t) = '£{-lYA n {s,t)X», 

n = 0 


deren Koeffizienten A n und t) durcb die Glei- 

chungen (2) und (3) definiert sind, stellen ganze 
transzendente Funktionen von X dar. Die losende 
Funktion 


K (X; s, t) = 


-P(i; t) 

m 


des Kernes K(s, t) geniigt der Gleichnng 

6 

E(s , t) — K(2; s, t) — xJk(s , r) K(1; r, t ) 

a 
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1st DQ l) von Null verschieden, so hat die Integral- 
gleichung (A) eine und nur eine Losung 

t 

<p(s ) = f(s) + xjK(X ; s, t ) f(t) dt . 

a 

Setzt man hierin f(s) = 0, so sieht man, daB die 
homogene Integralgleichung 

b 

<p(s) — xjK(s , t) cp(t) dt = 0 

a 

nur die Losung <p(s) = 0 besitzt. 

Wir schlieBen einige Bemerkungen an, von denen im 
folgenden Gebrauch gemacht wird. 

Mit Eiicksicht auf die Ausdriicke (2) und (3) fur A n 
und A w ($, t) hat man 

b 

(«-fl)A n+1 —jA n (s, s)ds ; 

a 


wenn man diese Gleichung mit (—l) w+1 A n multipliziert 
und uber n = 0, 1, 2, ... summiert, erhalt man 



Die losende Punktion K(A; s, t) des Kernes K(s , t) 
lafit sich in eine Potenzreihe von X entwickeln, welche, 
da D(0)=A 0 =1 ist, in einer gewissen Umgebung von 
X = 0 konvergiert: 

oo 

(18) K(A; «, t)=ZK»+Hs,t)X*. 

n - 0 


Setzt man diese Reihe in die Gleichung (9) ein, so er¬ 
halt man durch Vergleichung der von X freien Glieder 

K\s, t) = K(s, t) 


§ 36. L6sung der Integralgleichung im Falle D{1) = 0 ■ 199 

und durch Yergleiclmng der Koeffizienten von l n 

b 

K n+1 (s , t)=f K(s, r ) K n (r, t)dr. 

a 

Demnach ist 

b 

K*(s, t) —Jk(s , r)E(r, t)dr, 

a 

b 

KHs, t) = fl£{s , r)K 2 (r, t)dr 

a 

b b 

== //' S ' > r)E(r, r t ) K (r x , t) dr d r x 

a a 

usw. und allgemein 

bb b 

(19) K n+1 (s , t) = I'J ... Jk(s , r)K(r , r x ) ... K(r n _ t , t)drdr x ... dr n _ 1 ) 

a a a 

daraus folgt 

b 

K m+n (s , t) = j x m (s , r) K n (r , t) dr . 

a 

Die GroBen K n (s, t) werden als iterierte Kerne be- 
zeichnet. 

Fur /L = 0 ergibt sich aus (18) 

K(0 ; s , t) = K(s , t) . 

§ 36. Losung der Integralgleichung im Falle D(X) =0. 

Kachdem die Integralgleichung (A) unter der Voraus- 
setzung gelost ist, daB die Determinante D(X) niclit ver- 
schwindet, verstehen wir unter l = A 0 eine Wurzel der 
Gleichung D(A) = 0 und betrachten zunachst die liomo- 
gene Integralgleichung 

b 

(B 0 ) q)(s) — X 0 Jk(s , t) 9 o(t) dt = 0 . 

a 
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1st 1 0 eine einfache Nulls telle von D(X ), ist also 
D(l 0 ) = 0, D'(2 0 ) 4= 0, so kann, weil die Gleicbung (17) 

b 

D'(X^) — —/DO, 5 ® > ®) 


besteht, D(l 0 ; s, s) nicht fur alle Werte von s verschwin- 
den. Die Funktion 


K(2;s,t) = 


; s, t) 

m 


besitzt den einfachen Pol X = X 0 , in dessen Umgebung 
die Entwicklung 


D(X 0 ; $ , t) 1 
D'(X 0 ) X-X 0 


+ W ~ 4 >) 


bestebt, wo 5)3 (X — 1 0 ) eine von s und t abbangige Potenz- 
reibe von l — X 0 darstellt. Wenn man diesen Ausdruck 
fur K (1; s, i) in die Gleicbung (9) eiqsetzt, mit X — X 0 
multipliziert und hierauf X = 1 0 setzt, erhalt man die 
Gleicbung 

b 

D(X 0 -, s, t) =XoJk(s, r)D(X 0 ; r, t)dr. 

a 


Werden die Zahlenwerte s t , so gewahlt, daB D{X 0 ; s lf t x ) 
von Null Yersch.ieden ist, so kann die Funktion 

(p(s) = D(X 0 ; s, t t ), 
welche der Gleichung 

b 

<p(s) = X 0 Je(s , r) <p(r) dr 


genugt, nicht identisch in s verscirwinden. 

Um auch den Fall einer mehrfachen Wurzel der 
Gleichung D(l) = 0 behandeln zu konnen, verallgemeinern 
wir die in § 34 benutzten Determinantenrelationen. 

Indem wir die Bezeichnung 

■K-( s l > M i * • • ? > tm) I 


i h) ) • • • t } tm) 


(20) E[ 19 

V^i > • • • ? 4 
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benutzen, setzen wir 


b b 



a a 


7 7 • * • 7 ^m) 


7 ? 

7 t m , , 


7 


&r t .. . dr n . 


Dann steUt die Eeihe 

7 7 * * * 7 7 7 * * • 7 ^ m ) 

^ ^ ^ (~-l) n .A w (s 1 , . . . J 7 h 7 • • • 7 ^m) 

n ~ 0 

eine ganze transzendent© Funktion von X dar, weleb© man 
als Unterdeterrninante wter Ordnung von D(X) bezeichnet 
Ahnlich wie die Gleichung (17) in § 35 beweist man 
die Mgend© allgemeinere Gleichung: 

b b 

(23) .Jd(X; h , s m ; s L ,..., s m )ds 1 ...d 

a a 


W&ren fur einen gewisson Wert X X 0 saintliche Unter- 
dotorminanten 

JD(X j 8^, • • • , hi ; tu ■ ■ • j ^») 0, 1, 2 , ...) 


idontiscli in <,, ... gloich Null, so warden alle 

Abloitungcn von D(X) fur X ■■ 4 verschwinden, was nicht 
moglioh ist, da X - 4 fur die ganze transzondento Funktion 
1)(X) nnr eine Nullstelle von ondlicher Ordnung sein kann. 

Die Dotorminantenrolation (l) l&Bt sich folgender- 
rnaBen vcrallgomeinorn: 

jrr I s 1 ) • • • > s m ) *“l ) • • • > y n\ 

U, r n ■ 





, 8 m , r,, ..., r„\ 
) brt > 7"l j ■ ■ • i TfJ 


(24) 



+ . U • 


7 


fir 

'm l 7 


»t> 


7 

7 


:•) 
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Wenn man beide Seiten der Gleichung (24) in bezng auf 
jede der Yeranderlichen r x , ..., r n zwischen a nnd b in- 
tegriert nnd durch nl dividiert, erhalt man die der Glei- 
cliung (4) entsprechende Gleichung 


^-»( s i ? • * • 

9 Sm j 7 ••• 9 ^m) 

= tJAniSs, 

^m > 4 ? * • • > ^m) 

■%-($! J 4) 9 5 3 > ‘ 

, . . , j ^3 ? • 

+.. 


b 


-fK(h> r)A n -!(r, s t . 

1 • • • j j ^1 9 ^2 9 


Dnrcli Mnltiplikation dieser Gleichung mit (— l) n X n nnd 


Summation fiber n = 0, 1, 2, ... 

erhalt 

man 

(2 J > • • * 9 Sm 5 

j • • • 

j 4w) 

= 2T($1 j ^jl) -D(A 5 $2 ? * • * 9 Sm j 

4 , • * • 

9 tm) 

/Q£\ if($l , t 2 ) D(X 5 $2 ? * • * 9 Sm 9 

(^6) . 

^19 ^3 9 

• • * 9 O 

+ ?.Jk(s 1 , r)D(X ; r, $ 2 , .. . 

9 s m j : 

> 4 > * • * 


Yerschwindet fur X = X 0 nicht nnr die Determinante 
D(X) , sondern auch die Unterdeterminanten von geringerer 
als der mten Ordnung, ist aber D(X 0 ; s x , .. s m ; t x , . . t m ) 
nicht Null *), so schreibt sich die Gleichung (26) 

I D (A 0 5 > • • ■ ? S m 5 > * • • ) ^w) 

b 

=== X§Jk(s x , T) D (Xq ; T , s 2 ? • * • ? S w 5 ^1 j • • • i 

a 

Oder wenn man durch s ersetzt: 

D (2q J S j Sg 5 • * ' 9 S TO 5 9 • • • 9 ^m) 

6 

^ ^ = ? ^*) W 5 ^ ? ^2 > ••• i 9 > * * * j 4n) ^ • 


*) Dann ist, wie aus der Gleichung (23) folgt, A == X 0 eine min- 
destens wfache Wurzel der Gleichung D(X) = 0. 




§ 36. L5sung der Integralgleichung im Falle D(X) = 0. 203 

Setzt man fiir s x , ..., s m und t x , ..., t m solclie Zahlen- 
werte, daB D(4; 8 t , .. s m ', t m ) nicht yerschwindet, 

so stellt der Ansdruek 

(p (#) *= D (4 7 ^ 7 ^2 J • • • 7 ? 4 ? • • • 7 4i) 

sowohl wie der Ausdruck 

_ J9(^q; ^ ? ^2 7 • • * 7 ;V) 7 - • *j 4) 

D (4 J j ... 7 S m j ? • • . j 4») 

eine Ldsung der homogenen Integralgleichung (R 0 ) 

h 

cp(s)-l 0 fK(s,r)<r(r)dr^O 

a 


dar. Bbenso orgibt sich 


(28) 


wW 


i>(4 


flj • » ’ 7 1 7 $ 7 ^+ 1 7 * * - 7 7 7 

D (2q j /?j 7 • • •) J 7 . • * 7 t m ) 
(* *=■ 1 7 • * • 7 W) 


7 ^rn) 


als Losung der Gleiclmng (B 0 ). 

Setzt man an Stelle der Form el (24) diejenige, welch© 
man erhalt, indem man bei der Entwicklung der Detor- 
minante (24) die Zeilen und Kolormen vertauscht, so wird 
die Formed (26) durch die folgende ersetzt: 


(29) 


/>(A; * lf .... 

7 ^17 * * * 

7 4*) 

"'™ Oh 7 0 7 % 7 * * * 7 

7 % 7 • • * 

> u 

- K(*s ? h) ; Sj, s s , . 

1. 

* * 7 7 h y 

* • * 7 4l) 

b 

+ */ h~(r, <i) D(X-, 

* * *7 »«i; ^7 

4 7 * * * j 4*) 


\ a 


Fiir l * 4, wo 4 dieselbe Bedeuitmg hat wie vorhin, geht 
dies© Gleichung, wenn man noch t { (lurch t ersetzt, iiber in 


^ (4 7 #1 f 

h 

= A 0 //i(r, 0 />(*,,; 

a 


* • • 1 7 4 4 7 * * * 7 4*) 

#1 1 * * * 7 7 * ’ * I 4) ^ * 


(30) 
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Demnach genugt die Funktion 


Oder 


W{f) — ^ 00 ? 9 • • • j 8 m 7 $2 9 

D (A 0 5 7 • • • j 5 ^) 4 ) * * • 7 ^tn) 


y;(t) = 


00 9 ®1 7 • • •> O 

b 


der Gleicbung 
(Bq) v>(0 — *ofy>(r)K(r 9 t)dr = 0 . 


Auf diesem Wege ergeben sick die m Losungen 


(31) Wi {t) = 


D(Xqj 8i , ‘ $ ^1 ? • • • j ^-1 ? ^ ? ^ i+1 ? * * • > 


2) (2 0 J 7 • • • 7 Sm 5 7 • * * 7 ^m) 

(i==l, ...,ro) 


der bomogenen Integralgleicbung (Bq). 

Wir weisen nacb, daB die m Funktionen 

<Px(*) 9 * > 9%00 

linear unabbangig sind. 

Die Gleicbung (27) kann in der Form gescbrieben 
werden: 

b 

(32) 1 q Jk( s t , r) 95 x (r) dr = 1. 


Aus der Formel (24) gebt eine andere bervor, indem man 
die Determinant^ auf der linken Seite durcb 0 und die 
GroBen 

^-( 8 i ? ^1) ? ^-( s i > ^2) 1 • • • 9 -^( s i j ^1) ? • • • 

auf der recbten Seite durcb 

2T(s 2 > ^1) ? K ( s 2 j 4 ) > • • • 9 > y i) > • * • 

ersetzt. Wenn man die abgeanderte Relation ebenso be- 
bandelt wie oben die Relation (24), erbalt man an Stelle 
der Gleicbung (32) die Gleicbung 

b 

jE(s 2 ,r)<p 1 (r)dr = 0. 


(33) 
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Es ist demnacli 


(34) 


u 

jK(Si,r)<pv(r)dr == 


tor i 


0 „ 


Bestebt eine Relation 


CiViis) + ...+Cm <Pm{s) = 0 

mit konstanten Koeffizienten c t , . -. , c m , so ist fur 
i = 1 , ..., m 

b b 

c x jK(Si , r) cp x (r) dr + ... + c m fK(Si , r) cp m (r) dr = 0 , 

a a 

also mit Riicksicht auf (34) % = 0. 

Ebenso ergibt sich, dafi 

Wi ft) ? * ♦ • ? YV»(0 

linear unabhangig sind. 


§ 37. Losung der Integralgleichung im Falle J>(2) = 0. 
Fortsetzung. 


Wir zeigen, daJB die allgemeinste Losung <p(s) der 
Integralgleichnng (B 0 ) eine lineare bomogene Funktion von 
9 ^(s), 9 o m (s) mit konstanten Koeffizienten ist. 

Wir setzen 


(35) 
und 

(36) 


r (s,t) 


-P (2 0 ; S , S x , 

D (X 0 ; s 1 , 


• i s m ? t 9 ? • * • ? 

j j y * • • , 4tt) 


b 

zf(s) = f(s) + x 0 fr( s ,t)f(t)dt. 

a 


Dann ist, wenn nnter 8 die Substitution (11) fur X = X 0 

b 

8 9 o(s) = 99 (s) — X 0 jK(s , £) 9 ? (t) dt 

verstanden wird, 

(37) 


28 9 o(s) = Tq^s) , 
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wo 

b 

(38) T (p{s) — cp ($) + A 0 j Q (s, t) cp ( t) dt 

a 

nnd 

b 

(39) Q(s, t) = r(s, t) - E(s, t) — r)K(r, t)dr 

a 

ist. Der Formel (29) entsprechend ist 

(2 5 s , Sjt 7 • • • > s m ; • j An) 

J 5 T (^ y t) -Z) (A 5 5 jt, .. • f s m j t^j .. • 7 An) 

b 

? fy D (Ay S j j . • •) S m ] T y j • • • ? An) ^ 
a 

— J 5 T (Sj , i) JD (A J S 7 $2 7 • • • 7 j At J * * • ? An) 

-f--£^(^2 7 i ) D { 2 . ] S 7 7 $3 7 ... 7 7 % 7 • • . 7 An) * * • > 

setzt man hierin A = 2 0 nnd dividiert man durch 
D ( 2 q 5 5^7 • • • 7 s m 7 7 * • • j An) > 

so hat man 

(40) <HM) = —*)<PlOO — • • • — ^(«m, *) <?%($) j 
also 

w 

(41) T 9?(s) = ??(*)- <P*( S ) 

i = l 

nnter Benntzung der Bezeichnnng 

b 

• (i = 1 j .. m) 

a 

Wenn erne der Gleichung S <p(s) = 0 geniigende Funk- 
tion <p(s) vorhanden ist, so ist nach (37) 

Tq>(s) = 0 

Oder wegen (41) 

m 

(42) <P(<>) = £ei<pi{s) , 
w. z. b w. 



§ 37. Lasting der Integralgleichung im Falle D(l) — 0 . 207 

Ebenao erkennt man, dafi die allgemeinste Losung y> (t) 
von (Bo) eine lineare homogene Verbindung von ip x (t), ..., 
yj m (t) mit konstanten Koeffizienten ist. 

Wir werfen noch die Erage anf, nnter welchen Be- 
dingungen die Integralgleicbung (A) losbar ist, wenn fur A 
eine Wurzel A 0 der Gleicbung D (A) — 0 gosetzt wird. 
Wenn man die Gleichung 

b 

(A 0 ) <p(a) — ]. 0 fK(s, t) 9 o(t) dt = f{s) 

a 

nacb Mnltiplikation mit y>i(s) ds (i = 1, ..., m) zwischen 
den Grenzen a nnd b integriert, erhalt man 

b bb b 

J<p(8)yji(8)ds — Ao/f^a, t) y>{(s) <p(t) ds dt ■= jf{s) y>i(s) ds . 

a a a a 

Die linke Seite dieser Gleichung verschwindet, denn sie 
wird erbalten, indem man die Gleichung 

b 

Vi (s)-hfv’i(r)K(r,8)dr^0*) 

a 

nach Mnltiplikation mit <p(s) ds zwischen a und b integriert. 
Also mufi 

h 

( 43 ) jf(s) yn(s)ds « 0 ($ *= 1 , ..., m) 

a 

aein. 

Wir aotzen die Bodingungen (43) als erfQllt voraus 
und fragen, ob die Gleichung (A 0 ) Lbsungen besitzt. 

1st eine der Gleichung (A„) Oder 

(44) H< r (a) /'(») 

geuUgende Funktion <p(8) vorhandon, so erhiilt man, wenn 
man auf beide Seiten der Gleichung (44) die Transformation 2’ 
anwendot, 

(45) ZS f (8) T<p(h) « 2f (,), 

*) Die®© Gleichung besteht, weil yu(t) ©in© Ltfaung <ler homo* 
genen Integralgleichung (BJ) ist. 
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Oder wegen (41) 

m 

<p{s) - ^Ci (Pi(s) = Zf(s) . 

i=1 

Eine etwa vorhandene Losung der Gleichung (A 0 ) ist also 
von der Form 

m 

. (46) <p (s) = 2f{s) + ^Ci <pi(s). 

i=l 

Aus einer Losung der Gleichung (A 0 ) geht durch Addi¬ 
tion der Losung 

m 

i-1 

der homogenen Gleichung (B 0 ) wieder eine Losung der 
Gleichung (A 0 ) hervor; wir brauchen also nur zu zeigen, daB 

(47) ' <p(s) = 2f(s) 

der Gleichung (A 0 ) geniigt. 

Es ist 

b 

(48) S 9 (s) = ssm = f(s) + 1 0 [Q(s, t)m dt, 

a 

wenn 

b 

(49) Q(s ,t) = T(s, t) — K(s, t) — X 0 jK(s, r) f(r, t)dr 

a 

gesetzt wird. Der Gleichung (40) entspricht die Gleichung 

(50) = K(s , t x ) y>i(t) ... K(s , t m ) ? 
so daB 

m * 

, t) f(t) dt - -£K(s , k)ff(t) Wi {t) dt 

i - x a 

wegen (43) verschwindet. Demnach ist 

(51) S<p(s) = f(s), 
d. h. die Eunktion (47) 

b 

<p(s) = f(s) + X 0 jf(s, t)f(t)dt 

a 

geniigt der Gleichung (A 0 ). 
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Wir baben demnacb den Satz: 

Yerscbwindet fur l = X 0 die Determinante D(2) 
nebst ihren Unterdeterminanten von geringerer als 
der mten Ordnung*), ist aber D(2 0 ; s ± , .. .,$ m ; t 1? .. .,t m ) 
von "Null verscbieden, so besitzt die homogene In- 
tegralgleicbnng 

b 

(B 0 ) <p($) — ! 0 jK{s, t) (p{t) dt = 0 

a 

die m linear unabbangigen Losungen 

/ __ Wo i ? • • ■ > s i-l 7 * ? » • • ? ; • • • > ^n i) 

Wolh, ••• i s m i 1 • • • > Ara) 

(i = l, 

durcb welcbe sich jede Losung in der Form 
<p{s) = Cj ^(s) + • • - + 0 m <p m (s) 

mit konstanten Koeffizienten c ±1 ..c m darstellen 
lafit. 

Die nicbt homogene Integralgleicbung 

b 

(A 0 ) cp (s) — ?. 0 Jk ( s,t)cp (t) dt = f(s) 

a 

ist dann und nur dann losbar, wenn 

b 

(oc) Jf(s) ds = 0 {i = 1, . . ., m) 

a 

ist, wo y\{t), yj m (t) die m linear unabbangigen 
Lfisungen der Gleiebung 

b 

(Bo) y(t) — A 0 fyj{$)K($, t)ds = 0 

a 

sind. Sind die Bedingungen (a) erfiillt, so wird die 
allgemeinste Lfisung der Integralgleicbung (A 0 ) dar- 
gestellt durcb 

b 

<p{s) = f(s) + 4 fr(s , t) f(t) dt + Cjl (p^s) + ... + e m <p m (s) , 

a 

*) Die Unterdeterminante m ter Ordnung D(X)$ x ,.. v s m ) t m ) 

ist durch die Formelu (20), (21) und (22) definiert. 

Horn, Portion© Differentialgl ei chung en. 


14 
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r(M) = 


D (2 0 ; s , , . . • > s m 5 t , t x , . . • j t<m) 


D (2q y 5jt , . • • 5 s m J t±) - • • 7 tm) 

ist und c x , c m willkiirlicke Konstante sind 5 * 6 )- 


§ 38. Kerne, welche unendlich werden. Integx°a.l- 
gleickungen fur Funktionen zweier Yeranderlicfa^**- 

Wenn, wie es kaufig vorkommt, der Kern K(& ? <0 
fur s — t unendlick wird, verlieren die in § 34 entwickelten 
Formeln ihre Gultigkeit, weil K(r ± , r x ), . K{r n , *W 
unendlick groB sind. Wir nekmen an, der Kern K.(s 7 t) 
werde fur s = t von geringerer als der -^-ten Ord- 
nung unendlicli, d. k. es sei eine zwiscken 0 und A 
gelegene Zahl oc so vorkanden, daB . 

(s — t)«K{s, t) 

fur s = t nickt mekr unendlich wird. 

Wir ersetzen in den Formeln (2) und (3) fur A n und 
A n {s , t) die GroBen K(r l9 r x ), .. K(r n , r n ) duxeh ISTull, 
so daB wir kaben: 



(53) A n (s,t) 



0, 


•»■£(»! ,r n ) 


■£(*•* >*l)» 

0, . 

• > ^-{^2 1 ^n) cfar^ 

. . . Ar 

K{r n ,r i), K(r n ,r t ), . 

0 


K{s,t), KM, . 

,.,K(s,r n ) 


K(r u t), 

o, . 

• • ) K( r l) r n) dri 

. . . Ar^ 

K(r n ,t), K(r n ,r x ),.. 

0 



Dann kleikt die Formel (4) besteken. Wir definieren. die 
Keiken D(X) und D(X ; s, t) durck die Gleickungen ( 5 ) 
und (6), worin nur jetzt unter A n und J.„($, t) die Ajub- 
drucke (52) und (53) verstanden werden. Man kann fc>a~ 


*) Weitergehende Untersuchungen bei Plemelj (Monatsliefte 
ftir Mathematik und Physik 1904, S. 93), Hey wood (Journ. det 
Math^m. 1908, S. 283), Goursat (Ann. de la Fac. de TouIoulbo 
1908, S. 1 ). 
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weisen*), daB unter der oben iiber den Kern K(s, t) ge- 
macbten Voraussetzung die Potenzreibe D(l) fiir alle Werte 
von 2 konvergiert; dasselbe gilt — wenn man von der 
singularen Linie s = t absiebt —* von D(2; s,t); die 
Differenz 

J>(2; s,t)-K(s, t)D(X) 

ist fiir alle Werte von X und fiir a^s , a^t^b 
konvergent **). Die Delation (7) ist auch jetzt noch goltig. 
Die durcb die Form el (8) 

D{X) s, t) 


K(A; s,t) = 


m 


definierte losende Fnnktion K(2; $, t) des Kernes K(s , t) 
bat jetzt die singulare Linie s = t ***), aber die Differenz 

K(2; «, t)-K(s, t) 

wird, wenn D(X) 4=0 ist-, fiir s =t nicbt mebr unendlicb. 
Mit Hilfe der Delation (9), welcbe besteben bleibt, beweist 
man wie friiber, daB die Integralgleiebnng (A) die einzige 
Losnng (10) besitzt, wenn D(X) von Null versebieden ist. 

Aneb die in § 36 nnd § 37 aufgestellten Satze iiber 
die Losungen der bomogenen Integralgleiebnng (B 0 ), wo X Q 
eine Nullstelle von D(X) ist, bleiben besteben, wenn K(s ,t) 
fiir s = t von geringerer als der ten Ordnnng unendbeb 
wird; man bat nnr in alien in § 36 benutzten Determi- 
nanten Kfo, r x ), . . ., K(r n , r n ) durcb Null zu ersetzen. 


*) Vgl. Hilbert, Gottinger Nachrichten 1904, S. 83. 

**) Es ist 

An (S , £) Hl(s , t ) A n = A^ (s , if) , 

wo A* (s, t) aus dem Ansdruck (53) fiir A n (s, t) dadurck hervor- 
geht, dab man das erste Element K{s 1 t) der Determinants durch 
Null ersetzt. Man beweist, dab die Reihe 

D*(X; M)=Z(-1)’’4(M)*' 

n =0 

= D(A; 5,i) — K{s,t)D{X) 

fiir alle Werte von X konvergiert, wie aucb s und t im Intervall 
a ... b angenommen werden. 

***) Es ist 

K(A; = + , 


14 
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Bisweilen ist es mitzlich, eine Integralgleichung mit 
dem Kern E{s, t) auf eine Integralgleichung mit dem 
iterierten Kern E 2 (s, t) zuriickzufuhren. Diese Zuriick- 
fuhrung kann man vornehmen, wenn der als integrierbar 
vorausgesetzte Kern E($, t) im Integrationsgebiet un- 
endlich wird, wahrend E 2 (s, t) endlicb bleibt. Sie ist ins- 
besondere dann anzuwenden, wenn E(s,t) unendlich wird, 
ohne die vorbin angenommene Bedingung zn erfullen, 
wahrend E 2 (s, t) dieser Bedingung geniigt. 

Ersetzt man im zweiten Glied der Integralgleichung (A) 

i 

<p(s) — lJ k(s , r) <p{r) dr = f(s) 

a 

die Funktion cp(r) durch 

b 

f(r) + ljE(r, t) <p(t) dt, 

a 

so erhalt man, indem man die in § 85 eingefxihrte Be- 
zeichnung 

b 

(54) E 2 {s, t) = Je(s , r) E(r, t) dr 

a 

benutzt, die Integralgleichung 

b 

q>(s) — 2, 2 Jk 2 (s , t)cp(t)dt 

a 

b 

= f(s) +X fE(s, t)f(t)dt, 

a 

deren rechte Seite eine gegebene Funktion von s ist. Eine 
Losung cp(s) der Integralgleichung (A) mit dem Kern K(s , t) 
stellt also auch eine Losung der Integralgleichung (55) mit 
dem Kern K 2 (s, t) dar. 

Ist A 2 keine Kullstelle der Determinante des Kerns 
K 2 (s , t) (welcher endlich oder fxir s = t von geringerer als 
iter Ordnung unendlich ist), so daB die Integralgleichung (55) 
nur eine Losung <p(s) besitzt, so geniigt (p(s) auch der 
Integralgleichung (A). 
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Zum Beweise multiplizieren wir die Gleicbung (55) 
mit K(r, s)ds und integrieren nach s zwiscben den 
Grenzen a nnd 1 ). Wenn wir scblieBlich $ statt r 
scbreiben, haben wir die Gleicbung 

b b 

fK(s,t)f(t)dt + Jkz( s , t)f(t)dt 

a a 

b b 

= Jk(s , t) (p(t) dt — pJk 3 (s , t) <p{t) dt. 

a a 

Dieselbe Gleicbung erbalten wir, wenn wir in (55) an 
Stelle von <p(s) die Eunktion 

6 

yj(s) = f(s) + xJk(s , t) cp(t) dt 

a 

einsetzen. Daraus folgt, daB yj(s) der Gleicbung (55) ge- 
niigt. Da aber die Gleicbung (55) nur eine Losung be- 
sitzt, so muB yj(s) mit <p($) ubereinstimmen, es muB also 

b 

<p(s) = f(s) + 2 .Jk(s , t) <p(t) dt 

a 

sein, d. b. <p(s) ist eine Losung der Integralgleicbung (A). 

Es sei nun y.)($) eine Losung der bomogenen Integral¬ 
gleicbung 

b 

(56) yj(s) = A ? t)ip(t)dt 

a 

fur einen gewissen Wert von A . Aus der Gleicbung (56) 
folgt, wenn man auf der recbten Seite 

b 

y)(t) = A jK(t , r)yj(r) dr 

a 

setzt, die Gleicbung 

b 

(57) yj{s) = X 2 Jk 2 ($ , t) yj(t) dt . 
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Es sei nmgekehrt %(s) eine Losung der homogenen 
Integralgleicbnng 

b 

(58) x( s ) = pj, t) X(t) dt 

a 

fir einen gewissen Wert von ju . Wir defmiercn die 
Funktionen &(*), &(«) dnrcli die Gleichnngen 

b 

(59) 2 & (a) = x(s) + ivfK(s , t)%{t)dt , 

a 

b 

(60) 2ft(s) = x(s) - 1 lfi/E(s, t)x(t)dt , 

a 

so daB 

(61) x( s ) = Zi( s ) +Xz(s) 

ist. Wenn man die Gleichung (59) mit ifiK{r, s)ds 
multipliziert, zwischen den Grenzen a und 1) integriert 
nnd schliefilich r dnrch s ersetzt, erhalt man die Gleichung 

b b 

2 )V JK($, i)y A {t) dt = y\uJ k(s , t) x(t) dt 

a a 

b 

+ /j,J'k z (s, t) % (t) dt, 

a 

deren letztes Glied nach (58) gleich %(s) ist; die reehte 
Seite dieser Gleichung stimmt mit der reclitcn Seito von 
(59) iiberein, ist also gleich 2ft(s). Man hat demnach 

b 

(62) Xi(s) = 0*jK(s,t) Xl (t)dt 

a 

nnd entsprechend 

b 

(63) X2 ( S )^-)/JcjK(s,t) Zi (t)dt . 

a 

Wegen (61) konnen &($) nnd # 2 (s) nicht beide identisch 
verschwinden. Sind sie beide von Nnll verschieden, so 
ist auch 
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§ 38. Kerne, welche unendlich werden. 

b 

Xi( s ) = vfK 2 (s ,t) Xi {t) dt , 

a 

b 

1% (*) == i“/# 2 (s, t) Xi (t) dt, 

a 

d. h. / A und %2 genfigen derselben honaogenen Integral- 
gleichung (58) wic %> und man kann nebon den Punktionen 
Xi und Xi die linearo Yorbindung % — Xi + Xi weglassen. 
Wenn cine der Punktionen X\ und Xi identiscb ver- 
schwindet, so stimmt die andere mit x iiberein; die 
Punktion x orffillt also entweder die Gleicbung (62) Oder 
die Gleichung (63). 

Bisher liandelte es sicb darum, durch Auflosung einer 
Tntogralgleiclmng axis einer gegebenen Punktion f(s) einer 
einzigen Verfinderlichen cine obenfalls von einer Yerander- 
liehen abhfingondo Punktion <p(s) zu bestimmen. Auf 
Integralgleieliungen, in welchen die gegebene und die ge- 
suebto Punktion von zwei (oder mehr) Yeranderlichon 
abbangen, laCt sicb die bisberigo Thoorie fast unverandert 
fibertragon. 

Es liege einc Integralgleicbung 

'/'(*) K (* , t) 'lit) dt /'(») 

vor, in welchor s und t Punkte eines gowissen ebenen 
Pliiohenstuckos J, dx und dt ebono Pl&cbenelemente dar- 
stellen und die Inf,ogration fiber alle Elemente dt der 
Plfio.be ,7 orstroekt wird; /'(«) und <p(s) sind Punktionen 
eines Punk tea » der Ebeno, also Punktionen der beiden 
Koordinaten dieses Punktes oder Punktionen zweier Ver- 
finde.rliohe.n; dor Kern K (s, t) bilngt von den beiden 
Punkton #, t dor Ebeno odor von zwei Paaren von Ver- 
finderliehen ab. Hat der Punk! s die Koordinaten x, y, 
der Punkt. I die Koordinaten £, y und werden als blfieben- 
elomcnto dx , dt die Rochteeke dxdy bzw. didy gewfihlt, 
so erhiilt die Intogralgloiehung die Porm 

V(®, y) l jf K{x , y, £,»;)<*£dy •= /*( x, y). 

V 

Wenn wir jodoeh die anfangs oingefiihrte Bezeicbnung 
boibehalton, so orkennen wir ohtie woiteres, daS die in 
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§§ 34—37 abgeleiteten Formeln aucb jetzt gultig bleiben, 
wenn man nur in alien auftretenden Integralen das Inte- 
grationsintervall a ••• b durcb das Integrationsgebiet J 
crsctzt 

Der Kern E(s , t) Oder E(x, y ; I, t}) bange von 
zwei Paaren von Veranderlichen ab, er werde aber fur 
8 = t oder x = f, y = von geringerer als der ersten 
Ordnung nnendlicb groJ3, d. b. es sei eine zwischen 0 
und 1 gelegene Zahl a so vorbanden, dafi 

(/(a? — f) 3 + (y — n) 2 T * , m n) 

fur x = £, y = rj nicbt mebr unendlicli wird. Dann 
bleiben die fruberen Satze iiber die Auflosung der Inte- 
gralgleiebnngen besteben, wenn nur A n und A n (s, t) durcb 
die Formeln (52) und (53) definiert werden*). 


§ 39. Die Eigenfimktionen eines symmetrischen Kerns. 


Es sei nun K(s , t) ein (ausdriicklicb als reell voraus- 
gesetzter) symmetriscber Kern, d. b. es sei 

E(s , t ) = E(f, s) . 

Dann sind aueb die in § 35 eingefuhrten iterierten Kerne 
E n (s, t ) symmetriscb, wie aus den fiir E 2 (s, t ), E 3 (s,t), ... 
aufgestellten Formeln folgt. Ferner versebwindet keiner 
von ibnen identiscb; denn ware E n (s, t) der erste identisch 
verscbwindende Kern, so wiirde auch E n+1 (s, t) identiscb 
verschwinden; wird diejenige der beiden Zablen n und 
w+1, welcbe gerade ist, mit 2 m bezeicbnet, so batte man 

b 

E 2m (s, s) = {E m (s, r) E m (r , s) dr 


oder, da 
ist, 


wegen der Symmetric der iterierten Kerne 
K m (r, s) = K m (s , r) 

b 

K* m (s, s) = f[E m (r, s)]*dr. 


Aus dem identischen Verschwinden yon K 2m (s , s) folgt 
auch dasjen ige von K m (r , s ); dies widersprieht der An- 

*) Vgl. auch Mason (Journ. de Math. 1904, S. 447). 
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nahme, K n (r, s ) sci der erste Kern, weleher identisch 
verschwindet. 

Wir beweisen den Satz von Scbmidt: 

Die Determinante l) eines symmetriscben 
Kerns besitzt mindostens cine Kullstelle. 

Nach (17) ist 


also 


D'(l) = -|D(2; r,r)dr, 

a 

rm /d( 1; r, r) 

J)(X)^ "j D(l) 


dr ; 


nach (8) und (18) ist abor 

D(A; r, r) 

m ' n « 


K(A; r, r) 


2^K n+1 {r, r)l n 


in o.ino Potonzroiho von X cmtwiekdbar, wolcho in oiner 
gowisson Umgebung von X -- 0 konvergierfc. SoXzt man 

h 

(<M) Vn fl<”{r, r)dr , 


ho mi 

((;r>) 


inx) -Vf * 

m ' ^ ,MI 


Wir wcison nach, dafi die Potenzrciho von ?. 

(<i<i) i; V „, 

n 0 


oiriftn end lichen Konvergenzradius besitzt. Auf d<>r Peri¬ 
pherie <1(‘H KonvergonzlcreiscH nmfi cine singulare Stelle 
der Funktion ((>5) oder cine Nullstellc d(*r ganzen tran- 
szoncl<‘nten Funktion T)(A) liegen. 

Sind x und y zwei beliebige reelle Grdflen, so ist 

\xK’»(r,r') + yK"(r, r')P 
x‘ J K m (r, r') K m (r , r') -|- 2a?y K m (r, r') K n {r , r') 

-( y*K n (r, r')K n (r, r') - 0 , 



